DOUBLES MELANGES DES POLYLOGARITHMES MULTIPLES 

AUX RACINES DE L'UNITE 

par 

Georges Racinet 



Resume. — Les valeurs des fonctions polyzetas aux entiers strictement positifs four- 
nissent une solution au systeme d'equations des associateurs de Drinfel'd, aux nombreuses 
applications en algebre quantique. Vues comme integrates iterees, ce sont les periodes du 
groupoide fondamental motivique de P 1 \ {0, 1, oo}, d'ou un systeme fondamental de 
relations algebriques, qui implique celui des associateurs mais n'est pas explicite. 

On etudie ici la combinatoire d'un autre systeme de relations, les doubles melanges, 
qui provient de manipulations elementaires de series et d'integrales. On montre qu'il 
partage une propriete importante avec les associateurs et les relations « motiviques », 
est consequence de ces dernieres et definit une algebre de polynomes sur Q (theoreme 
d'Ecalle). On obtient ces resultats pour les nombres plus generaux que sont les polylog- 
arithmes multiples aux racines de l'unite de Goncharov. 

Abstract. — The values at positive integers of the polyzeta functions are solutions 
of the polynomial equations arising from Drinfeld's associators, which have numerous 
applications in quantum algebra. Considered as iterated integrals they become periods 
of the motivic fundamental groupoid of P 1 \ {0, 1, oo}. From there comes a fundamental, 
yet no more explicit, system of algebraic relations; it implies the system of associators. 

We focus here on the combinatorics properties of another system of relations, the 
"double shuffles", which comes from elementary series and integrals manipulations. We 
show that it shares an important property with associators and "motivic" relations, is im- 
plied by the latter and defines a polynomial algebra over Q (Ecalle's theorem). We obtain 
these results for more general numbers: values of Goncharov's multiple polylogarithms 
at roots of unity. 



1. Introduction 

Les valeurs aux entiers strictement positifs des fonctions polyzetas 
(1.1) C( Sl ,... ,s r ) := V^-n^--n'/ 

ni>rt2 >■■■>«,,. >0 

fournissent des solutions reelles de problemes de nature purement algebrique, souvent 
dans le domaine de l'algebre quantique. Deja considerees par Euler dans le cas r = 2, 
elles sont portees a l'attention du public par Zagier [40] au moment oil elles apparaissent 
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comme les coefficients de l'associateur de Drinfel'd <3?kz [13, p2|| . Plus recemment, 
Kontsevitch les a retrouvees dans son isomorphisme de formalite 



Dans une serie d'articles |20| . g]J , gg| , Goncharov s'interesse a des objets plus 
generaux, les polylogarithmes multiples. Ce sont les fonctions de r variables complexes 
definies dans le polydisque unite par : 



(1-2) L Su ,^ Sr (z 1 , ... ,z r ) := 



m no 
Zi z^ 



S\S2 s r ' 

/ / ' 

n\>n%>- 



Tl-\ Tlo ' ' ' Thr 
->n r >0 1 z 



oil si,... , s r sont des entiers strictement positifs. Ces series entieres sont de rayon de 
convergence 1 et ne divergent sur le polycercle unite que pour (si,z±) = (1,1). Les 
polyzetas ne sont que les valeurs de ces fonctions lorsque les z; t valent tous 1. 

Les valeurs des polylogarithmes multiples sont aussi celles d'integrales iterees du type 

f P 

(1-3) J[ 0) i](ai, . . . ,a p ) = / /\u az (ti), 

avec oj a {t) = adt/(a — t) pour a ^= et wo(i) = dt/t. 

Dans le cas des polyzetas, c'est a Kontsevitch que Ton doit la formule reliant ces deux 
types d'objets. En convenant que fc designe la sequence formee du chiffre repete k 
fois, elle s'ecrit : 

(1.4) ((si,-.. , Sr ) = / [0 ,i](0 Sl - 1 ,l,0 S2 - 1 ,l,... ,0 s "- 1 ,!), 
et Goncharov l'a generalised aux polylogarithmes multiples. 

1.1. Relations de melange, exemples. — Notre propos est la combinatoire des 
relations de « double melange » des valeurs des polylogarithmes multiples. Pour des 
raisons de finitude, on se limitera au cas ou les Zi parcourent le groupe /x n (C) des 
racines n emes l'unite, n etant fixe. Ces relations proviennent de manipulations formelles 
elementaires, sur les ecritures (L2) et (1.3). 
Par les series entiere, on obtient par exemple 

(1.5) l s1 ( Zi )l S2 ( Z2 ) = y, - 2 A = ( E + E + E 

ni,7i2>0 1 z \rai>n2>0 n2>ni>0 ni=n2>0/ 1 z 

= L SuS2 (zi, z 2 ) + L S2iS1 (z>z, Zi) + L Sl+S2 (ziZ2), 

et une formule plus compliquee pour le produit de deux series du type ( |1.2[ ). 

D'un autre cote, le produit de deux simplexes se decompose en union de simplexes, 
ce qui fournit la relation de melange des integrates iterees : 

(1-6) 7[ 0) i](oi,... ,Op)J[ 0) i](6i,...6g) = E J [0,l] t ^- 1 (I)'-" > a <*- Hi) ) 

Dans cette formule, S Pj9 designe Pensemble des (p, g)-battagesQ : les permutations de 
{1, . . . ,p + q} qui sont croissantes sur {1, . . . ,p} et {p + 1, . . . , q}. 

On a done deux systemes de relations dont la combinatoire semble similaire. On leur 
adjoindra la relation de regularisation, qui provient de l'annulation formelle de certaines 



(i) 



En anglais, les shuffles ; « melange » est un terme moins precis. 
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divergences. Les arguments qu'on utilise pour l'obtenir sont empruntes a Boutet de 
Monvel [Q. On essaie d'en preciser l'historique. 

On forme ainsi le systeme DMR (Doubles Melanges & Regularisation) . Une con- 
jecture de Kontsevitch et Zagier prevoit qu'il est complet, i.e. qu'il engendre toutes 
les relations algebriques entre polyzetas. Les valeurs aux racines de l'unite satisfont 
egalement a d'autres relations, distribution et poids un, qu'on regroupe dans le systeme 
DMRD, dont on sait qu'il n'est pas complet en general. 

Au cours de la section ^, on donne une description duale du systeme DMRD : 
Etant donne un sous-groupe fini multiplicatif V de C*, on considere un alphabet Xp 
dont les elements, notes x a , sont indexes par T U {0}. les relations DMRD s'expriment 
de maniere compacte sur la serie generatrice non commutative 

(1.7) 1 = J 7 (ai, . . . ,a p )x ai ■ ■ -x ap , 

peN,oi,... ,a p eru{o} 

qui n'est autre, lorsque T = {1}, que le $kz de Drinfel'dJ^La definition de X necessite 
de « regulariser » les integrales iterees divergentes, c'est-a-dire de leur donner un sens 
convenable. Cela sera fait directement sur les series generatrices. 

On a choisi d'etablir directement les relations DMRD dans cette optique duale, cela 
n'etant guere plus long qu'un rappel de la presentation habituelle et la preuve de 
l'equivalence. Cela nous a naturellement conduits a detainer les demonstrations de 
nombre de proprietes element aires. 



1.2. Aspects motiviques. — Les integrales iterees du type (1.3) ont un sens mo- 
tivique qui explique une grande partie des proprietes algebriques des polyzetas. On en 
donne ici un bref apergu, renvoyant a ||, ^2|, |llj pour un expose complet. 

Soit X = P 1 \{0,a»„,oo}, vu comme schema sur un corps cyclotomique F de degre n 
et choisissons un plongement complexe a de F. Le groupoide fondamental motivique de 



X, defini par Goncharov [22], est un pro-objet de la categorie tannakienne des motifs 
de Tate mixtes sur Op,s de loc. cit. II a les images decrites par Deligne dans |9| par les 
foncteurs fibres de realisation wg iff (de Betti, relativement a a) et wdr (de de Rham). 
Notamment, en realisation de de Rham (definie sur F) 7rP R (A;a,6) est independant 
des points-base a et 6 et s'identifie aux exponentielles de Lie formees sur X := X /Jn ( C ). 
On a une Q-structure canonique LJ gr sur le foncteur-fibre u>br JTl] ] • 



La serie X s'interprete comme l'image du chemin [0, 1] par l'isomorphisme de corn- 
par aison 

(1.8) Trf ' CT (X; (0, 1), (1, 0))(C) -vrf R (A; (0, 1), (1, 0))(C) , 

ou (0, 1) et (1, 0) sont les points-base tangentiels de Deligne. Par la theorie generale des 
categories tannakiennes, les isomorphismes entre les foncteurs-fibre et u) gr forment 
une variete pro-algebrique afhne sur Q, torseur sous le groupe Q gT des automorphismes 
de u; gr . Ce groupe admet une decomposition G gT = G m x U gT , ou U gr est le noyau de 
Taction sur le motif de Tate Q(l). Par definition, Q gv et U gv commutent a toute fleche 
de la forme co gT (f). 



(2) 



Nos notations et celles de §5] se correspondent par xq = A, x\ — —B. 
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Soient G et H deux elements de k((X)). On etudie en le produit G © H, defini si 
le terme constant de G est 1. Ce produit fait des series a terme constant 1 de k((X)) un 
groupe pro-unipotent, note MT(k), qui agit sur k((X)). Cette operation apparait, sous 
diverses formes, chez Drinfel'd, Goncharov et Ihara. 



II est explique en detail dans [11] comment Taction de U gT sur 7rf (X; (0, 1), (1, 0)) se 
factorise par MT, autrement dit, se fait par la loi ©. Deligne utilise l'image de U gr dans 
MT pour construire une sous-variete fermee M de A 1 x MT dont X est un point complexe, 
exprimant ainsi les relations entre valeurs aux racines de Punite des polylogarithmes 
multiples qui sont consequences de la comparaison Betti-de Rhamj^] Une variante de 
la conjecture des periodes de Grothendieck prevoit que ce systeme est complet. On a 
une Heche naturelle M — > A . Le tout satisfait a la propriete (M) ci-dessous : 

Definition 1.1. - - Une sous-variete fermee V de ir® R (X] (0, 1), (1, 0)) munie d'une 
fleche V — ► A 1 dont on note V\ les fibres au-dessus de X £ A 1 (k) = k a la propriete 
(M) si Vo est un sous-schema en groupes de MT et V — ► A 1 est un torseur trivial sous 
I 'action de Vo par ®. 

On ne connait pas de description de M par un systeme explicite d'equations. Dans 
le cas des polyzetas, i.e. X = P 1 \ {0, l,oo}, la variete Ass des associateurs de Drin- 
fel'd est un candidat. Les equations la definissant sont liees aux conditions de 



coherence de Mac-Lane et Drinfel'd prouve que Ass a la propriete (M) [13, props. 5.5 
&; 5.9]. La nature motivique de Ass fait peu de doute, apparaissant clairement dans 
la presentation de Bar-Natan |2|.p^ Le groupe Asso est la variante de de Rham du 
groupe de Grothendieck- Teichmiiller ; Drinfel'd le note GRTi. L'etude de Ass, et par- 
ticulierement la recherche d'associateurs rationnels est en soi un probleme important, 
du fait des nombreuses applications [ 39 , |l6| , [l], |6| . 



Le versant £-adique de ces objets a ete etudie independamment par Ihara [30, 27, 



29) ; Hain et Matsumoto [23] ont recemment accompli des progres dans cette direction. 



1.3. Resultat principal. — Dans la section H), on definit, par leurs k-points, des 
elements de k((X}}, les varietes pro-algebriques DMR et DMRD correspondant aux 
systemes DMR et DMRD. D'apres la section ||, Z est un point complexe de DMR 
et DMRD. 

Une premiere propriete de l'espace tangent Omr a DMR au voisinage de la solution 
evidente 1 amene a considerer une fleche DMR — > A 1 , attribuant a une serie un de ses 
coefficients. Pour la serie 2, ce coefficient n'est autre que C(2), si l'on travaille avec au 
plus deux racines de Punite ; dans les autres cas, c'est un multiple rationnel de 2in. 

On definit alors MT et on en etudie les proprietes les plus immediates, notamment 
differentielles. Cela permet enuite d'expliciter Penonce de notre resultat principal, an- 



nonce dans [35|, g6| : DMR et DMRD ont la propriete (M). 



' 3 ' Cette construction nous est plus facile d'acces que celle, essentiellement equivalente, des polyzetas 
motiviques de Goncharov 



19 



^Drinfel'd la note M. Elle est en fait construite dans A 1 x 7rP H (X; (0, 1), (1, 0)) et munie de la premiere 
projection. Ce n'est pas une difference essentielle. 

' 5 'On peut interpreter ses categories PAB et PACD comme les « tours » Betti et de Rham des 
groupoides fondamentaux des espaces de configuration de n points sur la droite affine, restreints a 
un jeu de points-base tangentiels. 
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1.4. Preuve. — La demonstration se fait en deux etapes. D'abord, on prouve que 
t)mto et c)mrc)o sont des sous-algebres de Lie de mt, Palgebre de Lie de MT, et que les 
DMRa sont stables par Paction de l'exponentielle, au sens de MT, de dmxo. C'est Pobjet 
de la section ^. La demonstration repose sur l'enchainement de plusieurs miracles com- 
binatoires, et l'auteur doit bien avouer ne pas avoir d'argument plus direct a proposer : 
la nature motivique des relations du type (1.5) n'est pas claire. 

Au cours de la section [|, on complete la demonstration du theoreme en montrant 
que Taction de exp(Omto)(k) sur DMR^k) est transitive pour tout k. Cela resulte de la 
nature d'espace tangent de t)mto et de l'existence d'une solution particuliere : X. L'ar- 
gument est inspire de [e|. Au prix d'une certaine gymnastique formelle, essentiellement 
tautologique, on le developpe dans un cadre un peu plus general. 

On etudie ensuite quelques consequences directes du theoreme. Notamment, on ex- 
hibe certains elements irreductibles de DmtDo egaux, dans le cas des polyzetas, a ceux de 
Qtti definis par Drinfel'd 13|. Dans tous les cas, ils engendrent Palgebre de Lie de Mo 
dans la description de Deligne [11]. Autrement dit, les relations motiviques impliquent 
les relations DMRD. 
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1.6. Terminologie, notations, rappels, abus. — Les anneaux sont supposes com- 
mutatifs et uniferes, les algebres sont associatives et uniferes ; les cogebres sont coasso- 
ciatives et coiiniferes. Un Q-anneau est un anneau contenant Q. Le groupe a un element 
est note 1. On fixe une cloture algebrique C de M. 

On adopte le point de vue fonctoriel sur les schemas, utilise notamment par Demazure 
et Gabriel []T^ 1 : un schema affine sur Q est un foncteur representable de la categorie 
des Q-anneaux. Une variete pro-algebrique affine est une limite projective de schemas 
algebriques afhnes. C'est encore un schema affine. La lettre k designe en general un 
Q-anneau quelconque, qui serf de variable pour ces foncteurs. 

On utilise implicitement le produit tensoriel gradue et le produit tensoriel complete. 
Ce dernier est parfois note (8> si Pon tient a preciser. 

Un Q-espace vectoriel gradue V dont les composantes homogenes sont de dimension 
finie donne lieu a un schema vectoriel kw V ® k. On le notera simplement V, utilisant 
V(k) si necessaire. La Q-algebre correspondante est Palgebre symetrique du dual gradue 
de V (voir 12, p. 147] pour le cas usuel). 

On note Diag(C) l'ensemble des elements diagonauo^\ d'une cogebre (C, e, A), c'est- 
a-dire les x £ C qui verifient Ax = x (8> x et e(x) = 1. Dans le cas ou C est une bigebre 



Cela a ete juge preferable a l'utilisation repetee de « group-like ». 



6 



GEORGES RACINET 



graduee, rappelons que l'application exponentielle est une bijection de Pensemble des 
elements primitifs du complete C dans l'ensemble des elements diagonaux de C. 

Pour un ensemble Z, on designe respectivement par k(Z) et £ibk{Z) l'algebre asso- 
ciative libre et l'algebre de Lie libre sur Z a coefficients dans k. Dans tous les cas que 
Ton considerera, une graduation convenable permettra de definir les algebres filtrees 
completes correspondantes, notees k((Z)) et £ibt(Z) et de traiter leurs elements comme 
des series formelles. On renvoie au livre de Reutenauer []38| pour un expose et une 
bibliographie complets a propos des algebres de Lie libres. 

Pour ces objets libres, on qualifiera de substitution un morphisme dans la categorie 
appropriee defini par son action sur les generateurs. 

Pour w mot en Z et $ G k((Z)), la notation (<I> | w) designe le coefficient de w dans 

et est etendue a tout element de k(Z) par linearite sur le membre de droite. On 
l'utilisera egalement pour les elements de puissances tensorielles. On en fait l'usage le 
plus limite possible. 

Une Q-algebre de Lie g est considered comme incluse dans son algebre enveloppante 
universelle Ug. C'est une bigebre de Hopf pour le coproduit A pour lequel les elements 
de q sont primitifs, la coiinite e par g C ker e et l'antipode S par S(x) = —x pour tout 
x S g. Si g est graduee et ses composantes homogenes de dimension finie, on note Utg le 
complete a coefficients dans k, munie de la structure de bigebre obtenue par Pextension 
continue des scalaires <g)k. 

On utilisera frequemment la propriete immediate suivante : un morphisme d'algebres 
(resp. une derivation) entre deux bigebres est un morphisme de cogebres (resp. une 
coderivation) si l'identite appropriee est vraie sur un systeme de generateurs. Par ex- 
emple, si g est stable pour une derivation de Ug, celle-ci est une coderivation. 

2. Description combinatoire des relations 

2.1. Divergences logarithmiques. — Notre but est ici de decrire les etapes de 
Boutet de Monvel qui nous permettront d'etablir la relation de regularisation. 

On note D le disque ouvert unite de C et 7~C(D) l'algebre des fonctions holomorphes 
sur D. La lettre t designe une variable formelle. 

Definition 2.1. — Soit DivLog^ l'ensemble des suites (SV)at>o de nombres complexes 
admettant un developpement asymptotique du type 

S N = As((5 JV ))(log(JV)) + o(log Q (A0/A0, 

avec As((SV)) G C[t) eta£N. 

De meme, on notera DivLog/) l'ensemble des fonctions f deTl(D) admettant, lorsque 
z tend vers 1 dans D, un developpement du type 

f(z) = As(/)(log(l -z))+o ((- log(l - z)) a ) 

avec As(/) G C[t] et a G N. 

II est clair que DivLogN et DivLog^ sont des sous-C-algebres de C N et 7i(D), respec- 
tivement ; que les polynomes As((Sjv)) et As(/) sont uniquement determines par ces 
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conditions et que les applications As ainsi definies sont toutes deux des morphismes 
d'algebres, grace a la nature du reste. L'ambigui'te de notation n'est pas genante. 

2.1.1. - - A une suite (Sn)n>o, faisons correspondre l'unique serie entiere X^n>o u « z " 
telle que Sn = E«=i u n- 

Proposition 2.2. — Si (Sn)n>o appartient a DivLogpj et As((£V)) = 0, la serie 
entiere associee definit une fonction f de DivLog£>, verifiant As(f) = 0. 

Demonstration. — On suppose done qu'on a un entier a tel que 

N-l 

S N =■ Y J u n = o(log a (N)/N) 

n=Q 

Effectuons une transformation d'Abel : 

/(*) = = £ (j2 u n) (z N - z N+1 ) = (l~z)J2 z N o(log a (N)/N) 

n>0 N>0 \n=l / N>0 

II suffit done d'obtenir l'existence de /3 > tel que 

(2.1) ^2 z N log a (N)/N = o((-log(l - zf) 

N>0 

Decoupons la somme en deux, autour de 1/(1 — z). En majorant z par 1, on obtient 

f(l-z)- 1 

52 z N log a N/N ^ / dtlog a t/t = {-log(l- z)) a+1 /(a + l) 

0<W<(l-z)- 1 1 

La fonction log a (t)/t est decroissante au voisinage de +oo. Pour z suffisamment proche 
de 1, et N ^ (1 -z)~ x , on a done \og a {N)/N < (-log(l - z)) a {l - z), dont on deduit 

52 z N iog a (N)/N < (-iog(i-z))°(i-z) 52 zN ^ ^ 1/1_2 (-iog(i-^)r 

N^il-z)- 1 N^il-z)- 1 

Comme z 1 / 1-2 tend vers exp(— 1), ceci donne le resultat, avec (3 = a + 1. □ 

2.1.2. — La serie harmonique Hn = Y2n=l V n appartient a DivLog^. On a As(Hn) = 
7 + 1, oil 7 est la constante d'Euler. Le morphisme d'algebres As : DivLogN — ► C[t] est 
done surjectif. De meme, en considerant la fonction L\ : z >— * — log(l — z), on voit que 
As : DivLogo — > C[t] est egalement surjectif. 

Soit k un entier positif et (Hk n)n>o la suite associee a la fonction (L\) k /k\. II sera 
prouve au paragraphe 2.4.5| que (Hk^)N>o appartient a DivLog^ et que le polynome 
As((ilfc j jv) n>o) est de degre k. Pour tout (Sn)n>o S DivLog^, il existe done une combi- 
naison lineaire de (Sn) et des (H^ n) qui est dans le noyau de As. On en deduit, grace 



a la proposition |2.2|, le resultat ci-dessous, qui ne servira pas avant 2.4.6 : 
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Corollaire 2.3. — La fonction associee a un element de DivLogpj appartient a Divl_og£>. 

II existe une application C-lineaire cmp faisant commuter le diagrame ci-dessous. 



DivLog N ^^C[t] 



DivLog D C 



cmp 
t] 



2.1.3. Iteration. - - Considerons les sommes partielles associees aux polylogarithmes 
multiples : 

z rii z n 2 _ _ _ z n r 

( 2 - 2 ) L ^i,...,s T ( z U--- > Z r) : = ^2 J 81 J* 2 ZS7 

N>n 1 >n2> — >n r >0 1 z 

Proposition 2.4- — Soit s un entier strictement positif, z dans le disque unite ferme 
de C et (Sn)n>o £ DivLogD, La suite (T/v)jv>o 

T N := z H Sn/n s 

0<n<N 

est encore dans DivLogN- La derivee du polynome As(Tjv) est As(SV). La suite Tjy est 
convergente si (s,z) / (1,1)- 

Demonstration. — On a done un polynome P tel que S n = P(log(n)) + o(log a (n)/n) 
Dans un premier temps, on majore \z\ par 1. 

Dans le cas s ^ 2, la convergence de T/v est evidente. II faut done evaluer le reste 
de la serie. Au pire, on a a faire a Y^n>N^°& (n)/n 2 , ou (3 est le degre de P. Ceci est 
equivalent a l'integrale 



r+oo 

1/3 := / logP x~ 2 dx, 
Jn 



qui verifie I p = piog^' 1 (N)/N + /3/ /3 _ 1 avec I = l/N. 

Si s = 1, on a un terme de la forme o(log Q (n))/n 2 , qui est traite comme ci-dessus, 
et le terme P(log(n))/n). II suffit de traiter le cas P(t) = t k , pour tout k G N. 

En mettant log(n + 1) — log(n) en facteur dans log fc+1 (n + l) — log fe+1 (n), on obtient : 

(2.3) log fc (n)/n = (log fc+1 (n + 1) - log fe+1 (n))/(fc + 1) + o(log fc (n)/n 2 ) 

La sommation du premier terme donne log fc+1 (iV)/(A; + 1). Le reste est traite comme 
precedemment. Ceci prouve les deux premieres assertions. 

Comme S n /n tend vers 0, la convergence est dans le cas s = l,z^l une application 
classique de la transformation d'Abel. □ 

La suite L^ Sr {z\, . . . ,z r ) se deduit de .. St (. z 1i • • • > z r) comme ci-dessus. 

Corollaire 2.5. — Pour tous entiers strictement positif s si, . . . ,s r et tous z±, . . . ,z r 
de module au plus 1, la suite (L^ s (z\,... ,z t ))n>o appartient d DivLog^. Elle est 
convergente si et seulement si (si,zi) / (1,1)- 
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2.1. 4- Remarques. - - Boutet de Monvel considere des developpements plus fins, du 
type ^2 i>0 Pi(log N) /N l . II aboutit a la jolie formule cmp = (d/dt)\, oil la factorielle 
designe le developpement en serie entiere de la fonction T d'Euler au voisinage de 1. 



Dans [34], on utilisait des restes en o(N a ), avec a G plus grossiers qu'ici. 



Les demonstrations pour les restes en log" (N)/N sont celles de 
2.2. Relations de melange des integrales iterees 

Definition 2.6. — Soient a\, . . . ,a p £ C et 7 : [0, 1] —* C un chemin. On considere 
I'integrale eventuellement divergente : 

I 7 (ai,... ,a p ) := / (7*w ai )(*i) / (l*^a 2 )(h) • ■ • / {j*u ap ){t p ), 







avec, pour tout a G C : 

dt/ipr 1 -^ si a/0 



dt/t si s = 



Lorsque 7 evite les singularites . . . , a p , cette integrale est bien definie et ne depend 
que de la classe d'homotopie de 7 dans C \ {ox, . . . , a p }. Si p = 0, elle vaudra 1 par 
convention. 

Pour (a, b) G C 2 , on notera [a, 6] le chemin 1 1— ► a + f(6 — a). 

Goncharov utilise une generalisation de la formule de Kontsevitch. En convenant que 
fc designe la sequence formee du chiffre repete k fois, elle s'ecrit : 

Proposition 2.7. — Soient r G N, s\, . . . , s r G N* et Z\,... ,z r des nombres com- 
plexes tels que < |zj| ^ 1. Pour tout z du disque unite ouvert de C, on a 

L si) ...,s r (zu ■ ■ ■ ,z r -i,z r z) = I[o i2 .] (0 Sl ~ 1 ,z 1 ,0 S2 ~ 1 ,z 1 z 2 , ■ ■ ■ ,0 Sr ~ 1 ,z 1 z 2 ■ ■ ■ z r ) 

2.2.1. Series de Chen. — Soit V un groupe commutatif fini, note multiplicativement. 
On considere un alphabet Xr = {(x CT )} indexe par V U {0} Lorsqu'il n'y a pas d'am- 
biguite sur T, on ecrira simplement X pour Xp. 

On appellera poids la graduation qui attribue a chaque element de X le degre 1. 
Rappelons que le coproduit A de Q(X), vue comme bigebre enveloppante de £ib(X), 
est homogene et est donne par Ax a = 1 x a + x a <8) 1, pour tout a G T U {0}. 

Supposons T inclus dans C. A tout chemin 7 sur P 1 (C)\{0, T, 00}, on associe 1 'element 
suivant de C((X}}, appele serie de Chen. On peut la voir comme une sorte de serie 
generatrice non-commutative des integrales iterees. 

peN.ai,... ,a p eru{o} 

Proposition 2.8 (Relation de melange). — Pour tout chemin 7 sitr P 1 (C)\{0, T, oo} ; 
la serie est diagonale dans (C((X)}, •, A). 

C'est un fait bien connu, qui remonte aux annees 50 0, et il en existe de nombreuses 



demonstrations. Une premiere methode |37|, est d'etablir la formule fll.q ), qui permet 
d'interpreter I 7 comme un morphisme d'algebres a valeurs dans C, depuis le dual gradue 
de Q(X) muni du produit de battage lu ; ce dernier est dual du coproduit A 
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On peut aussi voir 1[ a , z \ comme solution de l'equation differentielle 

(2.4) dZ[ a ^ = nX[ 0)2 .] avec Q : = ^ io a (z)x (T 

o-eru{o} 

La primitivite de O implique que AX[ a 2 ] et I\ a , z ] ® ^-[a,z] son t solutions de dj = A(f2),7, 
avec la meme condition initiale J {a) = 1 ® 1. 

Plus generalement, X 7 est le transport parallele de 1 le long de 7 de la connexion 
integrable d + (multiplication a gauche par Q) sur le fibre trivial P 1 (C) \ {0,r,oo} x 
(X)). C'est ainsi qu'est explicitee la comparaison Betti-de Rham pour 7Ti(P 1 \{0, fi n , 00}) 



9[ 12.16]. Pour r = 1, l'equation (^4) est la reduction a P 1 \ {0, 1, 00} du systeme de 



Knizhnik-Zamolodchikov KZ3 utilisee par Drinfel'd [ 13 1 . 

2.2.2. Convergence partielle. — Pour (n, v) 6 N* x T, soit y n ^ v = x l ~ 1 x u . Notons Yp 
l'ensemble des y n ,v, ou simplement Y s'il n'y a pas d'ambiguite sur T. La sous-algebre 
de Q(X) engendree par Y est clairement libre sur Y. Comme espace vectoriel, elle est 
engendree par les mots en X ne se finissant pas par xq et il est pratique de l'identifier 
au quotient de Q(X) par l'ideal a droite homogene Iq = Q(X.)xq. On notera iry la 
projection correspondante. 

Comme xq est primitif, l'ideal Iq est un co'ideal pour A. Ceci fait du quotient Q(X.)/Iq 
une cogebre graduee, qu'on notera par abus (Q(Y), A). Par homogeneite, ces construc- 
tions passent a l'extension des scalaires completee. Ceci ne fait pas de (Q(Y), •, A) une 
bigebre : le coproduit-quotient A n'est plus un morphisme d'algebres. 

Considerons Jr 0)Z i comme une fonction de la variable a de ]0, 1[. Par la proposition |2.8| , 
L'element TTY(I[ a ,z]) de (C^^Y)), A) est diagonal pour A, car iry est un morphisme 
de cogebres. Ses coefficients, du type I\ a , z ] ( a l> • • • > a r ) avec a r / 0, admettent une limite 
lorsque a tend vers dans ]0, 1[ (prop. \2.7[ ). Le passage a la limite etant un morphisme 
d'algebres, on en deduit : 

Proposition 2.9. — Pour tout z s]0, 1[, la serie 

I[0,Z] = (°1 ' • • • ' a p) x ai ■■■X ap 

peN.ai,... ,a p _iGru{o},a p er 
est un element diagonal de la cogebre (C((Y)),A) 

2.2.3. - - Soient p et q (produits et quotients successifs) les automorphismes lineaires, 
inverses l'un de l'autre de Q(X) donnes par 

\^.Oj \>\Xq X^Xq J.j 2 Xq i ffr Ag J 



^cri^O ^cric"2 

(0 ti\ nCT ni r t" 2 t ...rr-nrry, _ ni „K2 T y...,r n r^ , 

\&.V) 4V X x cri x X(J 2 x x o> x I ~ x x o"i^o x <t2o-j7 oyer ' 

oil les ni et les dj sont quelconques dans N et dans T. II est clair que p et q sont 
homogenes pour le poids, ce qui permet d'etendre leurs definitions a k((X)) et que leurs 
restrictions a k((Y)), qui est stable, sont donnees par : 

(2-7) p(y 

(2-8) ( i(ys 1 ,a i ys 2 ,cT2 " " " Vsr,(T r ) = ys 1 ,cr i y s2 ^ <J2tT - 1 • • • 2/ SrjOV <T~\ ' 

pour tous entiers s%, . . . ,s r strictement positifs. 
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Considerons egalement dans la serie generatrice 
(2.9) J£ z := ^2 L Sli ... i<7r (cri,... ,za r )y SuCT1 ■■■y sl ,a T 

Avec ces notations, la proposition [2/7] se reecrit : 
Proposition 2.10. — On a Jz? 2 = q(l z ) dans C ]0 ' 1[ ((Y)) 

2.2.4- Convergence totale. — Le sous-espace vectoriel Q(X) CV de Q(X) engendre par 
les mots en X ne se finissant pas par xq et ne commengant pas par x\ est lui-aussi 
une sous-algebre graduee, qu'on identifiera au quotient Q(X)/J avec / = (xiQ(X) + 
Q(X)xo). On notera 7r cv la projection correspondante. Par primitivite de xq et x±, le 
sous-espace / est un coi'deal, d'oii un coproduit-quotient, toujours note A sur Q(X) 



/cv 



La proposition 2.1C montre que les coefficients de 7r cv (T 2 ) sont les fonctions associees 
comme en 2.1.1 aux suites (L^ Sr (o"i ; • • • > &r))N>o, qui sont convergentes (cor. |2.5| ). 



Le lemme d'Abel permet de repeter le meme argument qu'en 2.2.2 



Proposition 2.11. — La serie T cv := lim 7r cv (Z^) est un element diagonal de 

a-»0+,b^l- 

(C«X» CV ,A). 

L'espace vectoriel Q(X) CV est egalement la sous-algebre de Q(Y) engendree par 
les mots en Y ne commengant pas par = x\. On l'identifie encore au quotient 
Q(Y)/yi.iQ(Y). Cela nous amenera a noter indifferemment Q(Y) CV pour Q(X) CV . De 
plus, on voit facilement que p et q commutent a 7r cv . 

Proposition 2.12. — La serie generatrice 

(2.10) Jz? cv := ^2 Ls^.^o-!,... ,a r )y sl!(T1 ■■■y si ,a r 

81,... ,S r ,(7l,... ,(T r ,(si,CTl)^(l,l) 

est egale a q(2T cv ) dans C((Y)) CV 

En efFet, ,£? cv et q(X cv ) sont les limites terme a terme de vr cv (^f 2 ) et q(7r cv (X[ 0i2 ])) 
lorsque z tend vers 1~ 

2.3. Relation de melange des sommes iterees. — On se propose ici de decrire 
de maniere compacte toutes les relations du type (1113), lorsque les variables sont dans 



un sous-groupe multiplicatif fini V fixe de C. Comme en 2.2, cela se traduira par la 
diagonalite de certaines series generatrices. 

2.3.1. Definitions. - Dans Q(Y), on etend la notation y n v au cas n = par la 
convention 



(2.11) yo,a := 



1 si (7 = 1 
si a^l 



L'algebre Q(Y) admet une N x T-graduation, le poids colore, obtenue en convenant 
que y n:V est de degre (n, v). La premiere composante, le poids est heritee de Q(X). 
La seconde est une T-graduation, qu'on appellera la couleur totale. En convenant que 
chaque element de Y est de degre 1, on definit encore une autre N-graduation, la 



12 



GEORGES RACINET 



longuewf^] qui jouera un role moins important dans la suite. La difference du poids et 
de la longueur est le degre partiel en xq de Q(X). 

Le coproduit A*, defini comme morphisme d'algebres par la condition 

(2-12) A* := ^2 yk, K ®m,\, 

k+l=n 

est clairement cocommutatif, coassociatif et coiinifere et fait de (Q(Y), A*) une 
bigebre de Hopf — l'antipode est fourni par p. 3. 4 ci-dessous). II est de plus homogene 



pour le poids (et meme pour le poids colore), ce qui permet de le prolonger a k((Y) 
Par contre, il ne respecte pas la graduation de longueur, mais seulement la filtration 
decroissante associee. 

II est caracterise, en tant que morphisme d'algebres homogene pour le poids colore, 
par le fait que l'element 

y ■= Yl Vn < u 
(n,i/)eNxr 

de Q((Y)) est diagonal, comme le montre un calcul immediat. 

2.3.2. Sommes partielles. - - Les relations du type ( |Q| ) sont deja vraies pour les 
sommes partielles Sr (z\, . . . , z r ) definies en 2.1.3] . 



Fixons N > et considerons dans C((Y)) la serie generatrice 

(2.13) 5£ N ■= Yl L Z,-,Sr( a ^--- J^r^Si.O-l ---Vs 



r,si,... ,s r ,<Ti,... ,a r 



Ne pas fixer revient a la voir comme un element de C N ((Y)), plus precisement de 
DivLog N ((Y)) (cor.p). 

Par test sur les generateurs, on voit que pour A G C et v G T, les substitutions 
yn,u 1 — * vyn,v sont des morphismes de cogebres.P^| En appliquant une 



fois la premiere et m fois la seconde a y, on obtient done que l'element 

3>m(A) := Yl vmXn Vn,u 

de C((Y)) est encore diagonal pour A*. 
Dans le developpement du produit 

p: =*»-'(^)^Gvb)'"Mi 

les occurences du mot w := y SltCTl • • • y Sr ,a r correspondent aux suites N > n\ > • • • > n r 
d'entiers, le facteur y Si , ai de w provenant du facteur y ni (X/ni) de P. Le coefficient de 
y Si ,ai dans y ni (l/m) etant a 1 j li n~ Si , l'occurence N > ri\ > • • • > n r de w dans P porte 
done le coefficient a^n^ 1 ■ ■ ■ <7™ r n~ Sr . Le coefficient total de w dans P s'obtenant en 
sommant les coefficients portes par ces occurences, on voit done que P est egal a jSfjv- 
Comme chaque y%{l/i) est diagonal, on a done demontre : 



' 7 'Goncharov utilise le terme de « profondeur » (depth). 

' 8 ^Pour la premiere, il s'agit simplement de l'liomogeneite de A* 
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Proposition 2.13. — La serie generatrice des sommes partielles J^/v est diagonale 
dans (C((Y)),A*). 



2.3.3. Quotient de convergence. — La formule (2.12) exprime en particulier la primi- 
tivite de y^i dans (Q(Y), A*). L'ideal a droite I = yi,iQ(Y) est done un coideal pour 
A*, le quotient Q(Y) CV herite du coproduit A* et la projection ir cv : Q(Y) — > Q(Y) CV 



est un morphisme de cogebres. Comme en 2.2.2 , le projete 7r cv (Jz?7v) est diagonal dans 
(C N ((Y)) CV , A*) et on peut passer a la limite : 

Proposition 2.14- — L ' 'element Jz? cv := lim 7r cv (Jzfjv) de C((Y)) CV est diagonal pour 

N—>oo 

le coproduit A*. 

2.3.4- Redressement du coproduit A*. - - Malgre la parente apparente, au moins au 
niveau informel, des deux types de relation de melange, (Q(Y), A*) n'est pas la 
bigebre enveloppante de £IE)q(Y), mais elle peut s'y ramener, par un automorphisme 
d'algebres. 

Soit u n ^ v la partie homogene de poids colore (n, v) de log(^) (cf. 2.3. 1| ) et U l'ensem- 



ble des u n>u , (n, u) £ N* x T (en particulier, ceci impose uq iU = 0, pour toute valeur 
de v). Comme y est diagonal, son logarithme est primitif ; A* etant homogene pour le 
poids colore, les u nj „ sont tous primitifs. 
Par definition, on a 

(2-14) exp ^2 U n,u = ^2 Vn.v 

yneN,i/er J neN,uer 

En observant la partie homogene de poids colore (n, v) et de longueur 1 de cette ex- 
pression, on voit que la partie de longueur 1 de u n ^ u est y n ,u- On a done 

(2.15) u Sl>ai u S2>a2 ■ ■ ■ u Sr>Ur = y SltCTl ys 2 ,a 2 ■ ■ ■ y Sr ,<T r + (termes de longueur > r) 

En d'autres termes, la restriction a la composante homogene de poids n de la substi- 
tution y n ^ v i — > u njV est unipotente. Cela assure que cette substitution est un automor- 
phisme d'algebres de Q(Y). Compte-tenu de la primitivite des u njU , on a done prouve : 

Proposition 2.15. — La Q-algebre associative Q(Y) est librement engendree par\J. 
La bigebre (Q(Y),«, A*) est isomorphe a (Q(U),*, A), bigebre enveloppante universelle 
de £ib Q (U). 

2.3.5. - - On utilisera plus loin la derivation d Uga de Q(Y) qui envoie u Sj a sur 1 et 
annule tous les autres u n ^ v . Soit ip un element primitif de (k((Y)), A*). D'apres la 
proposition ci-dessus, ip est une serie de Lie en les u n<u . On voit facilement que d Us a (ip) 
est le coefficient de -u SjCr dans ip, car d Us(r annule tous les crochets. Compte-tenu de 
( [2.15 ), cela devient : 



Proposition 2.16. — Pour ip primitif dans (k((Y)), A*) et (s,o~) £ N* x T, on a 
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2.3.6. Remarques. — Dans le cas T = 1, la bigebre (Q(Y), •, A*) est celle des fonctions 



symetriques non-commutatives |17[ , vue dans la base des fonctions completes. Sa duale 



graduee est celle des fonctions quasi-symetriques (Qsym,*, 5) |33|| . Les propositions 



2.13 et 2.14 se dualisent en interpretant Ln (resp. L), apres extension par linearite, 
comme un morphisme d'algebres de Qsym dans C (resp. Qsym cv — ► C, ou Qsym cv est 
une sous-algebre de Qsym, engendree comme Q-espace vectoriel par les elements de la 
base duale de l'ensemble des mots en Y (les monomiales) indices par (si, . . . , s r ) avec 
si ^ 1 ; elle est duale du quotient Q(Y) CV . Pour effectuer des calculs explicites, il est 
souvent preferable de travailler avec Qsym. 

Pour generaliser a T quelconque, M. Bigotte Q a introduit l'algebre des « fonctions 
quasi-symetriques colorees ». On laisse au lecteur le soin de verifier qu'elle est duale de 
la cogebre (Q(Y r ), A*). 

La proposition |2.15| est une generalisation directe du cas particulier T = 1, classique 
pour les fonctions symetriques non-commutatives. On a des descriptions plus fines de 



ce changement de base, ainsi que de nombreuses variantes [ jT7| , 33 1. On pourrait encore 
generaliser en remplacant N* x T par un magma associatif et commutatif (M, +) quel- 
conque, dans lequel tout element aurait un nombre fini de decompositions en sommes 
de deux elements. La convention ( |2.11| ) se formulerait en adjoignant un element neutre 
a M. 

2.3.7. - - Nous aurons dans la suite besoin d'un calcul qui se fait habituellement dans 



Qsym. Applique a l'element diagonal Jz? C v> il redonne Pexemple 1.5 de l'introduction 
(voir [Lq pour la notation). 



Proposition 2.17. — Pour tous v G k((Y)),y Sj(T GY et y tjT E Y, on a : 

(A*v | y Sj(7 (g> yt, T ) = {v\ y s +t,crr + y s ,ayt,r + yt, T ys,a ) 

Pour v primitif pour A*, s / et t ^ 0, on a done 

(2.16) (v | y s +t,ur + y s ,ayt, T + yt, T y s ,a ) = 

Demonstration. — Comme A* respecte la nitration de longueur, seuls les termes de 
longueur 1 et 2 de v interviennent. L'identification est alors immediate. La consequence 
( [2,16 ) est evidente. □ 



2.4. Regularisations. — Les series X cv et ^ v sont peu pratiques a utiliser, car les 
structures de bigebre ne persistent pas dans les quotients de convergence. II est done 
benefique de les relever a des elements diagonaux des deux bigebres concernees. D'un 
point de vue combinatoire, ce processus n'est pas canonique, mais on a un bon controle 
de Pambigu'ite, permettant de fixer arbitrairement des releves I et . 

On peut considerer les coefficients apparaissant dans X et J2? comme des valeurs 
regularisees des integrales iterees et des sommes iterees preservant chacune la relation 
de melange adequate. II est bien connu que la formule de Kontsevitch ne survit pas au 
processus. Dans notre formalisme, cela s'ecrit _5? 7^ q-7ry(Z). 

Les deux types de developpements asymptotiques de |2jl fournissent d'autres releves, 



a coefficients polynomiaux. Les proprietes de comparaison de 2.1.2 se traduisent, grace 
au controle de l'ambiguite des relevements, par la relation de regularisation, qui exprime 
J2? en fonction de X. On evoque ensuite ses consequences et son historique. 
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2.4-1- Cadre general. - - Soient g une Q-algebre de Lie graduee, 31 et Q2 deux sous- 
algebres de Lie de g, telles que g = gi © Q2, en tant qu'espaces vectoriels. 
Le theoreme de Poincare-Birkhoff-Witt montre que l'application 

(2 17) PBW- Ufli®^ — » U0 

a®b i — ► ab 

est un isomorphisme de cogebres. Notons e la counite de Ugi. L'application e®Id : 
U0i®U02 - * Ug2 est un morphisme de cogebres, dont le noyau giUgi©Ug2 a pour 
image giUg par PBW. La cogebre-quotient Ug/giUg est done isomorphe a Ug2 et on 
a un diagramme commutatif de cogebres : 

(2-18) U i©U 02 "Us 

e ® Id 1 (g) Id 

Ug 2 * Ug/giUg 

Les deux Heches horizontales de ce diagramme etant des isomorphismes de cogebres, on 
deduit de 1(8) Id une section de la projection canonique tt, avec comme consequence : 

Proposition 2.18. - - Tout element diagonal de Diag(Ujkg / 'flil^g) est I'image par tt 
d'un element de exp(kg). Deux tels elements se deduisent I'un de I'autre par multipli- 
cation a gauche par un element de exp(kgi). 



On utilisera sans autre commentaire la variante pour les multiplications a droite. 



2.4-2. Application dl cv et Jz? cv . — La proposition [2.18| s'applique notamment lorsque 
g est une algebre de Lie libre sur un alphabet A et Qi = ka, pour a G A : on prend pour 
g2 le premier terme non trivial de la filtration decroissante associee au degre partiel en 
A\{a}. 



La bigebre enveloppante de £ib(U) est (Q(Y),«, A*) (prop. |2.15 ) et on a yi t i 



u\ 1 S U. Comme les coefficients de y\ \ s'additionnent lorsqu'on multiplie deux series 
diagonales, on en deduit : 

Corollaire 2.19. - - Toute serie <3? cv diagonale de (Q(Y) CV , A*) est I'image par ir cv 
d'un element diagonal de (Q(Y), A*). Deux tels elements <J?i et $2 sont lies par 

$2 = exp((A 2 - Ai)yi,i)$i, 
oil \i est le coefficient de y^i dans <£j, pour i £ {1,2}. 

De meme, on peut decomposer £ib(X) en Qxi © b, © Qxo et appliquer deux fois la 
proposition 2.18| ; il vient d'abord une variante pour (Q(Y), A) du corollaire 2. IS, puis : 



Corollaire 2.20. - - Toute serie <& cv diagonale de (Q(X) CV , A) est I'image par tt cv d'un 
element diagonal de (Q(X), A). Deux tels elements <3?i et $2 sont lies par 

$2 = exp((A 2 - Ai)xi)$i exp((^ 2 - V>i)x Q ), 

ou Aj et Hi sont respectivement les coefficients de x\ et xq dans <£j, pour i £ {1,2}. 
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Ces corollaires peuvent egalement se deduire |24| , |34| d'un processus plus fin de 
decomposition des exponentielles de Lie, bien plus adapte pour les calculs informatiques 
que les developpements en combinaisons lineaires de mots. 

2.4-3. Notations. - - On designera par X l'unique serie diagonale de (C((X)),A) telle 
que 7r cv (X) = X cv et dans laquelle les coefficients de xo et x\ sont nuls. De meme, 
l'unique element diagonal de (C((Y)), A*) se projetant par 7r cv sur Jz? cv et dans laquelle 
le coefficient de y\ i est nul sera note Jz? . L'existence et l'unicite de ces deux series sont 



garanties par les corollaires 2.20 et 2.19 



La serie 7Ty(X) est caracterisee par le fait qu'elle est diagonale dans (C((Y)),A), 
antecedent de X cv par 7r cv et que le coefficient de y\ t i y est nul. 

La suite de cette partie est consacree a l'obtention d'une formule explicite de com- 
paraison entre X et Jzf . 

On adoptera la convention suivante : soient ki et k2 deux C-anneaux, / : — > k2 
une application C-lineaire et $ € ki((X}}. On note /(3>) l'element de k2((X)) obtenu 
en appliquant / aux coefficients de <£. L'application / ainsi definie est un morphisme 
de C((X))-bimodules. Si / est un morphisme d'algebres et <3? est diagonal pour A, alors 
/(3>) Test aussi. De meme pour les Y et A*. 

2-4-4- Interpretation pour les sommes iterees. — Les coefficients de sont des suites 
de DivLog^ (prop. |2.5| ). Comme As est un morphisme d'algebres, ££ t := As(J^n) est 
diagonal dans (C[i]((Y)), A*) ; il se projette de plus par 7r cv sur Jzf cv , si Ton considere 
C((Y)) comme inclus dans C[i]((Y)). Le coefficient de y\ } \ dans S£t etant As((i?jv)), egal 
a 7 + t, le corollaire 2.19| applique avec k = C[t] determine J^t '■ 



(2.19) jSf t = exp(( 7 + t)in,i)JSf 



2-4-5. Justifications de 2.1. i . - - Par l k , on entend la sequence formee de k fois le 
nombre 1. Par definition, := L^ k (l fc ) est le coefficient de y\ dans JS?at- Le polynome 
As((iffc,Af)) est done le coefficient de y\ dans «Sf t - La formule ( |2.19| ) montre qu'il est de 
degre k en t. 

D'apres la formule de Kontsevitch, L 1 fe(l fe_1 ,z), valeur en z de la fonction associee 
a Hk,N, n'est autre que le coefficient de x\ dans l'element diagonal I\o }Z ]- D'apres le 
lemme ci-dessous, e'est done {Li{z)) k /k\, car le coefficient de x\ dans I[o, z ] es t Li(z). 

Lemme 2.21. — Soientk. un Q-anneau, un element diagonal de (k((X)),A) et A le 
coefficient de x\ dans Le coefficient de x\ dans $ est X k jk\. 



Demonstration. — Munie du coproduit A pour lequel t est primitif, Q[i] est la bigebre 
enveloppante universelle completee de l'algebre de Lie commutative de base {t}. La 
substitution iff : x\ \— * t, x a \— * pour a / 1 est clairement un morphisme de cogebres 
de (k((X)), A) dans (k[t],A). L'image de $ par wt est done diagonale, i.e. de la forme 
exp(^t). La comparaison des termes de degre 1 donne A = fi. □ 

2.4-6. Interpretation asymptotique pour les integrales iterees. — Les coefficients de Jf z 
et de Xo^i sont les fonctions z 1— ► L Sl( ... jar (<Ti, . . . ,za T ), associees comme en |2.1.1| aux 
suites (L^ Sr (o"x, . . . ,c r )) A r >0 , qui sont dans DivLogN. D'apres le corollaire |2.3| , dont 
on vient de completer la demonstration, ce sont done des elements de DivLog^. 
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On peut done poser X t := As(T z ) ; e'est un element diagonal de (C[t]((Y)), A) qui se 
projette par tt cv sur X cv . Le coefficient de x\ dans T t vaut cette fois —t, car e'est As(Li). 
Le corollaire 2.20| nous donne done : 



(2.20) 



l t = exp(-xii)7ry(T) 



On voit au passage que 7ry(T) s'obtient — ainsi done que les valeurs regularisees des 
integrales iterees deOaz — en prenant le terme constant des developpements asympo- 
tiques polynomiaux en log(l — z) des integrales iterees de a z au voisinage de z = 1. 
On retrouve bien la « regularisation canonique » de Goncharov, et la description de l'im- 
age d'un chemin aboutissant a un point-base tangentiel dans la comparaison Betti-de 
Rham [g 15.52]. 

2.4-7. Comparaison des deux regularisations. — On a ££ z = qX[ 0jZ ] et S£ z se deduit de 
jSfjV par l'application C-lineaire DivLogN — > DivLog^ de 2.1. 2| . 

D'apres les definitions de X t et S£t et le corollaire 2.5, on a cmp(Jz? t ) = q2t- Comme 
cmp est un endomorphisme de C((Y))-modules a droite, on deduit de ( |2.19| ) et (|2.20j) 
que Ton a = J£ COTT qiTz(I), avec J£ COTT := cnip(exp((7 + 2t)y\)). La serie Jz? CO rr est un 
produit d'elements de C((Y)) ; elle est done a coefficients dans C. On a ainsi prouve : 



Proposition 2.22. 



II existe S G CJy^i] telle que que 
££ = S ■ q7ry(T) 



2.4-8. Relation de regularisation. — La proposition |2.22 suffit a determiner de maniere 
purement algebrique les coefficients de 5. 

Proposition 2.23. — Soit k un Q-anneau, 3> un element diagonal de (k((X)}, A), et 



une serie S de 
pour A*. On a 



telle que V element := S(y± i) • q7ry(X) de k((Y}} soit diagonal 



S = exp 




71 



* a;5- 1 xi)t n 



Demonstration. — L'application 71^ du lemme 2.21 se factorise par 7ry. Le quotient, 
note encore wt, est la substitution yi t \ t, y n v ^ pour (n, z/) 7^ (1, 1). Par le lemme 



27211 , on a vr t q7Ty($) = 1, d'ou 7r t ($*) = 5. 

D'apres la proposition 2.15 , on peut ecrire $ comme exponentielle d'une serie de Lie 
en les u n v . Pour n ^ 0, notons ot n ^ u le coefficient de u n v dans celle-ci. 

Comme C[i] est commutative, tout crochet des u nji , est dans le noyau de 7Tf, d'ou 



(2.21) 



On a 7r t (n 

n,^) — si v 7^ 1, car u nji , est homogene de couleur totale v. On en deduit 



ra>0 



def 



VT* log 



2 Vn » 



log(l + t) 
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d'ou Ton tire 7rt(« ni i) = (— l) n 1 t n /n par homogeneite de ir t . Reportons dans (|2,2l| ) 

— * n 



(2.22) 



-CtnAt 



n>0 



II reste a determiner les a n ^. A des termes de longueur au moins 2 pres, on a u nj „ = y n ^ 
(cf. 2.3.4 ) et done = v a n,v Vn,vi car une serie de Lie n'a pas de terme constant. 
On voit done que a nj i est le coefficient de y nj i dans i.e. ($ | Xq _1 xi). □ 

Le coefficient de xi dans Z vaut C( n ) si n ^ 2 et si n = 1. 

Corollaire 2.24 (Relation de regularisation). — Les series «£? et T verifient 



j£f = exp 



E 

, n>2 



("I) 



n-1 



J? 



2.4-9. Consequences. — Les relations DMR (doubles melanges et regularisation) per- 
mettent de demontrer Pegalite ("(2, 1) = C(3), qui etait connue d'Euler, et ne peut se 
deduire des seuls doubles melanges, relations de poids minimum 4. 

Les relations DMR impliquent^ plus generalement la relation d'Hoffman [25], qui 
se generalise aux racines de runit(Tj|| et sur laquelle les calculs de [24, |3[ se fondent, en 
plus des doubles melanges : elle se ramene a l'absence de terme en yx t \ dans le facteur 
correctif. On sait peu sur la reciproque, si ce n'est qu'elle est vraie pour les polyzetas 
aussi loin que l'on puisse calculer par ordinateur avec les deux systemes, i.e. jusqu'en 
poids 16. 



2.4-10. Remarques. - - Le calcul de la proposition 2.23 se ramene a la variante de 
Waring des formules de Newton, modulo l'inclusion que nous n'avons pas detaillee de 
l'algebre des fonctions symetriques dans celle des quasi-symetriques, elle-meme incluse 
dans celle des fonctions quasi-symetriques colorees {cf. |2.3,6j ). 

L'attribution de la relation de regularisation est difficile, meme en faisant abstraction 
des differences de langage. Elle apparait chez Goncharov | ( - lu - ) | 



22 1, sous une forme 



duale de la proposition |2 . 22| ; chez Ecalle |14j| , par des arguments tres differents, modulo 
la correspondance entre ses moules entiers et nos series generatrices, sous la forme 
2.22|; chez Boutet de Monvel IMI, avec la definition et le calcul complet de cmp. Plus 



recemment, on trouve dans |26| des arguments proches, cette fois attribues a Zagier. 
2.5. Relations specifiques aux racines de l'unite 

2.5.1. - - Les relations de distribution du polylogarithme classique se generalisent di- 
rectement aux polylogarithmes multiples |22| : 

Proposition 2.25. — Soit d un diviseur de I'entier n. Si (s\, a\) ^ (1, 1), on a 
(2.23) Yl £ sl ,.., Sr (ri,... ,r r ) = d r -^ + - +s ^L Su ..., Sr (a 1 ,... ,a r ) 



T f = ai,T^=CT2, 



II s'agit de traduire cela en termes de series generatrices non-commutatives. 



(9) Voir IB41 cor. III. 4. 21 p. 97 pour le detail, dans le cas des polyzetas. 
'^'Ceci nous avait echappe a l'epoque de la redaction de |B4|. 
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2.5.2. Fonctorialites enT. - - Tout morphisme de groupes (p : T — > V donne lieu a 
deux substitutions ip* : Q(X r ) -> Q(X r /) et p* : Q(X r /) -> Q(X r ), definies par : 




(2.24) ip*(x a ) = { V Xt S i aeT et (p*(x a ) 



dxo si <T = 

oil d designe l'ordre de ker 

Ces applications preservent les structures qu'on a precedemment definies. Ce sont 
evidemment des morphismes de cogebres pour A. Elles stabilisent les Q(Y), commutent 
a 7ry. Par test sur les y n ,i>, on voit que ce sont des morphismes de cogebres pour A*. 
L'image directe ip* commute a p et q ; si ip est injective, l'image reciproque ip* stabilise 
Q(Y) CV et commute a p, q et 7r cv . 

2.5.3. — Soit T un groupe commutatif fini. Pour tout diviseur d de l'ordre de T, notons 
p d l'application a i— ► a d , T d son image et l'inclusion de T d dans T. 



Pour r C C*, on laisse au lecteur le soin de verifier que la proposition 2.25 se traduit 
par l'egalite, dans C((Y r d)), de z^(«Sf cv ) et Ti cv p d (Jz?). La meme egalite vaut pour X, 
car i* d et p d commutent a p et q. Les series i* d {T) et p d (I), toutes deux diagonales, ont 
done meme image, i^(Jzf cv ), par 7r cv . D'apres le corollaire |2.20| , il suffit de connaitre leurs 
termes en xq et x\ pour les comparer ; on en deduit facilement la relation de distribution 
regularisee : 

Proposition 2.26. — Pour tout sous-groupe multiplicatif fini V de C* et tout diviseur 
d de l'ordre deT , on a : 

pf(X)=exp( Lii(^iK(X) 

2.5.4- Relations de poids un. — Un calcul direct permet d'obtenir, pour k strictement 
compris entre et n/2 : 

(2.25) Li(exp(2/mr/ n )) ~ ^i(exp(-2Hvr/n))) = (n - 2k)i7r 

Lorsque v varie dans fjt n (C), les L\{y) — Li(z^ _1 ) sont done tous colineaires sur Q, 
avec des coefficients explicites, mais qui ne sont pas invariants par automorphismes de 
fi n (C), a l'exception de la conjugaison complexe l 11 - 1 ! 



D'apres p.lf[ , ceci traduit la dependance non fonctorielle de la correspondance Betti- 
de Rham du choix d'un plongement du corps cyclotomique dans C. Par contre, la 
dependance par rapport au choix d'une cloture algebrique de R est fonctorielle, donnant 



lieu a l'invariance par conjugaison, qui a d'interessantes consequences (voir 5.3). 



3. Etude formelle des relations DMRD 



' lx 'Si n £ {1, 2, 3, 4, 6}, auquel cas H n {C) a plus de deux automorphismes, on voit done que les rel ations 



de poids un ne decoulent pas des autres, qui sont invariantes grace aux proprietes enumerees en 2.5.2 
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Definition 3.1. — Pour tout Q-anneau k et tout groupe commutatif fini T, on note 
DM_R(r)(k) I 'ensemble des elements de k((Xp)) tels que : 

(3.1) ($|1) = 1 et ($|x Q ) = (*|a?i) = 

(3.2) A$ = et A*$* = 

/'on pose := $ corr • qvr y ($) et $ corr := exp I V (ir Y {$)\y n ,l)yiA 




Pour tout plongement t de T dans C* , on note DMR(t)(k) V ensemble des elements 
<3? de DMR(r)(k) verifiant les relations de poids un : 

(3.3) (<J> | x^k — x^-k ) = — — (<£ | x^ — x^-i ) , 

avec £ := z. _1 (exp(2i7r/n)) ei k compris entre 1 et n/2. 

Soitn I'ordre de T. On note respectivement DMRD (r)(k) et DMRD(i)(k) V ensemble 
des elements 3> de DMR(r)(k) et de DMR(t)(k) verifiant pour tout diviseur d de n la 
relation de distribution : 

(3.4) p2($) = exp I ]T ) *S(*) 

Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguite sur T ou t, on le supprimera de la notation. 

Le contenu de la section || se resume done ainsi : pour tout t, la serie T(i(T)), definie 
a partir des valeurs prises par les polylogarithmes multiples sur o(T), est un element de 
DMRD(i)(C). Bien sur, la donnee de i n'est possible que si G est cyclique, et equivaut 
a celle de £. Nombre de proprietes se formuleront neanmoins pour V quelconque. 

Definition 3.2. — Soient k, t : T —* C*, £ et n comme precedemment. On note re- 
sppectivement DMR A (k) et DMRD A (k) V ensemble des elements $ de DMR(k) et DMRD A (] 
tels que ($\a L ) = A, avec 

_ ( x xx = j/2,1 si n G {1,2} 
° L '~ I ^2(^-^-0 si n^3 

Plus geometriquement, <3? 1— > ($ | a L ) est un morphisme de schemas DMR — > A 1 et 
DMR A (k) est l'ensemble des k-points de la fibre de DMR au-dessus de A : Spec(k) — ► A 1 . 

Pour n ^ 2 (auquel cas 1 est unique), le coefficient de x§x\ dans X est par definition 
C(2), et done cette serie appartient a DMRD^( 2 )(C). 

Pour n ^ 3, le coefficient de u{x^k) dans I vaut Li(exp(2fci7r/n)). D'apres 2.5.4 , on 
a done dans ce cas I £ DMRD2i7r(C), 



3.1. Le groupe MT. — On decrit ici, suivant la presentation de p.lf| , le groupe par 
lequel se factorise Taction du groupe motivique U gI sur 7Ti(P 1 \ {0, fj, n , 00}). DifTerentes 
variantes de ces formules apparaissent dans la litterature, provenant de la composition 
des automorphismes (exterieurs s'il y a des problemes d'invariance de points-base) 
« speciaux » de ^(P 1 \ {0, /z n ,oo}), equivariants pour certaines symetries. On ne fait 
ici que les considerer dans un domaine maximal de definition. 
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3.1.1. Premieres definitions. - - Soit LT(k) la categorie dont les objets sont O a , pour 
a G r U {0} et avec Hornet) (O a ,0 T ) = k((X)), la composition des Heches etant la 
multiplication des series. Un element G de k((X)) sera note G T) <r lorsqu'il est vu dans 
Hom n ( k )(0 CT ,O r ). 

Pour a G T, notons t a la substitution de k((X)). Soit C a l'endofoncteur de 

C(k) donne sur les objets par O v i— > O cti , et sur les Heches par t a . 

Dans le cas V = fj, n , la categorie II(k) est la k-algebre du groupo'ide fondamental de 
P 1 \ {0, fx n , oo}, en realisation « graduee ». Les k-points de ce dernier torment la sous- 
categorie dont les fleches sont les exponentielles de Lie. Les C a proviennent de Paction 
de fj, n sur P 1 \ {0, /x n , oo} par rotations. 

Soit E(k) l'ensemble des endofoncteurs de LI(k) agissant trivialement sur les objets, 
de maniere k-lineaire et continue sur les fleches, qui fixent les (x ff ) ff](T et qui commutent 
aux C a . A T G E(k), faisons correspondre l'element ^(J 7 ) = ^(l^o). On definit ainsi 
une application de E(k) dans k((X)). 

3.1.2. — Fixons T G E(k). Comme les fleches lo,i et li 5 o sont inverses l'une de l'autre, 
$(J r ), on voit que ^"(lo l) est l'inverse de ^(T). Pour a G T, de C CT (li o) = lo-o decoule 

Soit kq la substitution x a t -($(J r ))x (J [t (J ($(J r ))]~ 1 , xq xq. L'action de T sur 
Endn(t) (^o,o) est un morphisme continu de k-algebres. De (x<j)o,o = l<T,o(a;o-)o-,o-lo,o- 
decoule immediatement que c'est 

Pour G, H G k((X)), posons, si G est inversible, 

(3.5) G®H:=Gk g (H) 

En ecrivant Hi^ = Ii^Hq^, on obtient T(Hi$) = ^(T) © H. II est clair que l'ap- 
plication G est une bijection de E(k) sur l'ensemble des series inversibles de k((X)). 
Transportee par cette bijection, la composition de E(k) devient ©, en vertu de Pegalite 
tautologique de $(^i^ 2 ) et ^"i($(^" 2 ))- 

Le monoide E est en fait un groupe. Pour cela, il suffit de verifier la pleine fidelite 
de tout T G E(k), qu'on peut se contenter de tester sur Endn(k) (Oo). Or kg{T) est 
inversible, car pro-unipotent. 

L'ensemble des T tels que le terme constant de $(JF) soit 1 est clairement un sous- 
groupe de E(k). Dans ce cas, l'action sur Hom n ( k )(Oo> 0±) est elle-meme pro-unipotente. 
Elle est fidele car T se deduit de JF(1 10 ). Elle s'obtient par extension continue des 
scalaires de Q a k. 

Proposition 3.3. — L'ensemble MT(k) des series de terme constant 1, muni de la 
loi ® definit un groupe pro-unipotent agissant par © sur k((X)). 

3.1.3. Remarques. - - Par definition, Taction de G G MT(k) commute a la multipli- 
cation par gauche par x\ et a droite par xo et passe done aux quotients par 7ry et 

TTcv 

Si S G MT(k) ne depend que de x±, l'automorphisme ks est l'identite, car t a (S), ne 
dependant que de x a , commute a x a . L'action de S est alors la multiplication a gauche 
par S et on a G © S = G © (S © 1) = SG = S © G. Autrement dit, S est central. 

3.1.4- - ~ Soit F(k) le sous-monoide de E(k) agissant sur les fleches de n(k) par mor- 
phismes de cogebres. L'element ^(J 7 ) parametrant T G F(k) est diagonal, car l^o Test. 
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Reciproquement, si G est un element diagonal de k((X)), le foncteur <&~ l (G) appartient 
a F(k), car son action sur Hom n (k)(Oo-, O t ) est, comme le cas particulier fl3.5|) , la com- 
position d'une multiplication par un element diagonal et d'operateurs du type kg, qui 
sont tous des morphismes de cogebres, comme on le voit par test sur les elements de 
X. En resume : 



Proposition 3-4- — (exp(£ib(X)), ©) est un sous-groupe pro-unipotent de MT; il 
agit par morphisme de cogebres sur (k((X)), A). 

On peut egalement considerer les sous-groupes de E qui respectent d'autres symetries, 
par exemple, pour G = 1, Taction de ©3 sur Il(k) provenant de Taction sur P 1 \{0, 1, 00}, 
ou, pour T = fi n , Taction de Z/2 sur II(k) qui provient de Tinversion sur P 1 \{0, fi n , 00}. 

3.1.5. - - Explicitons les dependances en T par les notations Up et MT(T). Un mor- 
phisme de groupes (p : T — ► V donne un foncteur II(r) — > n(r'), agissant sur les objets 
par O a 1 ^ O va et sur les fleches par ip*. II commute aux C a . Ceci montre que (p* est 
un morphisme de groupes pro-unipotents MT(T) — > MT(r'), respectant les actions sur 
les k((X)). 

Si 93 est injectif, on definit un foncteur de la sous-categorie pleine de II (T') d 'objets les 
0^3(0-) dans II(r) par 1— > O a et (p* sur les fleches et commutant aux C a appropries. 

On en deduit que ip* est un morphisme MT(T') — ► MT(r), respectant les actions. 

3.1.6. Structure infinitesimale. - - L'algebre de Lie mt du groupe MT est formee des 
series de terme constant nul. On notera dans la suite exp® Tapplication exponentielle 
mt — > MT, et <*,*> le crochet de Lie'^ de mf, pour les distinguer de Texponentielle 



et du crochet usuels de k((X)). Le crochet de mf sera appele crochet d'lhara. On peut 
expliciter cette structure grace a la representation dans k((X)) : 

Soit e une variable formelle telle que e 2 = 0. Pour %p S tni(k), notons Toperateur 
qui associe k v £ k((X)) le terme en e de (1 + sip) © v. La machinerie standard sur les 
groupes pro-unipotents donne : 

Proposition 3.5. — Pour tous ip G mt(k) et H G k((X)), on a 

(3.6) exp®(V>) © H = exp(s^,)( J ff) 
Pour tous ipi,ip2 G mt(k), on a 

(3.7) s <t>i,ipi> = [ s i/>i > ^ife] 

Tenant compte de s^(l) = ip et G © 1 = G, on obtient en particulier : 

Corollaire 3.6. — Pour tous tpi,ip2 G mt(k), on a 

(3.8) exp®(^) = exp( Sv ,)(l) 

(3.9) <'01,V ; 2> = Sfa (lp2 )- s^ 2 (ipi ) 



(12) Cette notation suit celle de Drinfel'd p. 851]. 
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3.1.7. - - A partir des definitions, il est facile d'expliciter les operateurs 
Proposition 3.7. — Pour tous v G k((X)) et tp G mt(k), on a 
(3.10) s^(v) = ipv + d^(v), 

ou d^p est la derivation continue de k((X)) caracterisee par : 



(3.11) d^(x a ) 



[t a (ip),x a ] si a / 
si a = 



On voit immediatement que l'operation (-01, 1P2) ► d^ 1 (ip2) est homogene pour le 
poids et la longueur (cf. 2.2.1|) , ainsi done que (ipi,ip2) l— * s^ l {ip2)- L 'expression (3.9) 
du crochet d'lhara met en evidence la structure d'algebre pre-Lie de mt (voir [18]). 

3.2. Enonce detaille 

Theoreme I. — Fixons un plongement i d 'un groupe commutatif fini dans C* . 

- DMRo et DMRDo sont des sous-schemas en groupes de MT. 

- Pour tout Q-anneau k et A G k, les groupes DMRo(k) et DMRDo(k) agissent libre- 
ment et transitivement par multiplication ® a gauche respectivement sur DMR A (k) 
et DMRD A (k). 

- DMR A (k) et DMRD A (k) sont non-vides. 

Autrement dit, DMR — > A 1 et DMRD — > A 1 sont des torseurs triviaux, respective- 
ment sous DMR et DMRD . 

3.3. Espaces tangents a l'origine. — La premiere etape de la preuve du theoreme 
| concerne les espaces tangents au voisinage de 1 de DMR et DMRD , i. e. les points de 
la forme 1 + sip a coefficients l'anneau des nombres duaux k[e]. 

On les decrit en 3.3.1 et on etudie en 3.3.2 les contraintes portant sur les termes 
de longueur 1 de leurs elements. La propriete obtenue est l'origine combinatoire de 
l'intervention de la fleche DMR — > A 1 . 

3.3.1. Definitions. — Pour tout Q-anneau k, et Y quelconque, soit Omt(k) l'ensemble 
des series tp de k((X)) qui verifient les equations : 

(3.12) (VM = (#ci) = 

(3.13) Aip = 1®V + V>®1 et A*(V»*) = + 

k k k k 

oil Ton pose tp* := q7Ty(^) + Vw et ip COTT := V" (^l2/n,i)2/i,i 

Soit 9mti)(k) l'ensemble de celles qui verifient en outre, pour tout diviseur d de l'ordre 
de T, les relations de distribution 

(3.14) p2M = »2M+ E WW)** 

a n/d = i 

On laisse le lecteur se convaincre du fait que Omt et OmtO sont, au sens plus haut, 
les espaces tangents a DMR et DMRD au voisinage de 1. 
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II est clair que la composante homogene de poids p d'un element de Omt(k) est encore 
dans Dmt(k). On a done la un schema vectoriel (cf. |Oj ), associe au Q-espace vectoriel 
gradue, qu'on notera encore dmt, des elements de Q{X) qui sont dans Dmr(Q). De meme 
pour dvaxd. 

3.3.2. Termes de longueur 1. - - On exhibe une contrainte portant sur les termes de 
longueur 1 des elements de Mr. On verra plus loin que e'est la seule. 

Proposition 3.8. — Soient ifj £ Oror, v 6 T et n un entier ^ 2. On a les egalites : 

(3.15) (^|y„,,) + (-l) n (^|?/n,,-i) = sin ^3; 

(3.16) (ip+\y n<u ) + (tp±\y nu -i) + (ip±\y 2 ,i) = sin = 2etv^l. 

Lemme 3.9. — Pour tout element tp de £ib(X), tout n £ N* et tout v £T, on a 

(qvry (ip) | yi^yn-i^ + (-l) n yi,vy n -i,v-i ) = 

Demonstration. — De maniere equivalente, on doit prouver que l'on a : 

(V> I x x x^- 2 x v + (-l)"x^" 2 xi) = 

Comme ip G £ib(X), l'antipode Sx le transforme en son oppose. Le coefficient de 
x\Xq~ 2 x u est done l'oppose de celui de Sx(x\Xq~ 2 x u ) = (— l) n x v XQ~ 2 xi □ 

Lemme 3.10. — Soient n ^ 2 un entier, a,r £T. Si 3 ou (<t,t) 7^ (1,1), on a, 
pour tout ip £ £ib(X) : 

n-l 

(3-17) (ip* I y n -l,r2/l,(rr- 1 ) + X) I Vp^Vn-p,^- 1 ) = 

p=l 

Demonstration. — On peut supposer ip homogene de poids n. Le terme correctif VWr 
est dans ce cas un multiple scalaire de y" x . L'hypothese sur n, a et r assure done que 
les coefficients de yi ;a yi,r dans qnyiip) et sont egaux. En utilisant p, on est done 
ramene a prouver : 



n-l 

(3.18) (^\x^- 2 x T x a ) 

p=l 



p— 1 71— p— 1 \ 

£q X(jXq X t I — U, 



II s'agit en fait d'un calcul avec le produit lu , dual de A, dont on a jusqu'a present evite 
l'emploi (voir |38| ). II est defini par (a | b lu c) = (A(a) | 6® c) pour tous a,b,c £ Q(X). 

n- 




n-l 



Le developpement de est la somme de toutes les insertions possibles de 

x„ dans Xc\ X-j- • 



„n-2„ n-2 



J r — 



... _ i \ r p— 1 n—p—1 

%Aj (J l_l — I ih ("J iJbq- lL j-| Ju T Ju (j | .7 CT^Q <A> 



p=l 



Comme ^ est primitif, on a (?/> | x a lu Xq 1 x t ) = (A?/> | x CT (8) Xq x t ) =0 □ 
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3.3.3. Demonstration de la proposition S.t . — Le lemme 3.10| , applique, pour n ^ 3 
ou v ^ 1, a (a, r) = {y,v\ puis (1,^) donne : 

n-l 

(3.19) O* | y n -l,vyi,i ) + 2J C0* I Vp,vVn- v ,\ ) = et 

("0* | yn-i.^yi^-i ) + ^ (V 1 * I y P ,xVn- P , v ) = o, i.e. 

n— 1 

(3.20) (0* | y n -i,vyi,u-^ ) + (^* I yn-p,w P ,v ) = o 

P =i 

Or, pour tout p compris entre 1 et n — 1, la primitivite de pour A* donne (c/. |2.17 ) : 

(0*1 yn,;/ "l - yp,uyn—p,i ~t~ yn—p,iypu} — 
On tire done en sommant les egalites (|3.19| ) et (|3.20 ) : 

(3.21) 00* bn-v 2/1,1 + yn-i^y^u- 1 ) - ( n - t){i>*\yn,v) = o, puis 

(3.22) -(0*|yi,iy n -i,i/ + 2/i,i/-i2/n-i,f) - n(ip±\y n , u ) - (Vv|y„,i) = 
L'equation ( |3.22| ) sommee avec sa variante pour v~ l ponderee par (— l) n donne : 

(3.23) n{^\y n>v + {-l) n y n ^-x) + (1 + (-l) n )(0*|y n ,i) = 

(i>* \y\,iy n -i,v + (-i) n yi^y„-i,z,-i) + \yi, v -^yn-x, v + (-i) n yi,iyn-i,^- 

D'apres le lemme (applique pour v et v~ x \ on a done 

(3.24) n(^\y n<u + (-l) n y n „-i) + (1 + (-l) n )(^|y„,i) = 



Pour n impair et superieur a 3 ou n = 2, v ^ 1, l'equation ( |3.24|) d onne directement le 
resultat voulu. Pour n pair, superieur a 3 et v = 1, l'equation ( |3.24D devient (0*|yn,i) = 
0, ce qui reporte dans ( 3.24 ) donne a nouveau fl3.15|) . □ 

3.3.4- — On a une reduction supplementaire : 

Proposition 3.11. — Soit tp E Dmr. Si T est de cardinal au moins 3, le coefficient de 
y2,i dans ip est nul. 

Demonstration. — Pour tout £ Q(X), primitif pour A, le coefficient de x a ®x aT 
dans A0 etant nul, on a (0 \ x a x aT + x aT x a ) = 0. Si (a, r) / (1, 1), on en deduit la 
nullite de (p"0* | i^j;^ + x aT Xo-), ce qui donne : 

(0*l2/i, CT yi,r) = -(*0*l2/i,o-ryi,r-i) = (0*|y2,<j + yur-iyi.ar), 

la deuxieme egalite provenant de la proposition |2.17 . L'application (a, r) (t~ 1 ,o~t) 
est cyclique d'ordre 6. En iterant six fois l'egalite ci-dessus, on obtient facilement 

("0* | y2,a + y 2 ,T-! + y2,a-W-^ + 2/2,0-1 + 2/2,r + 2/2,0-r) = 

Grace a la proposition 3^, ceci entraine la nullite de (0* | y2,i), a condition qu'il existe 
a et r dans T tels que a, t et ar soient tous differents de 1. 

Un groupe T non trivial dans lequel un tel choix est impossible est de cardinal 2 : 
fixons en effet a S T \ {1} ; tout element r de T \ {1} est l'inverse de ce a. □ 
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3.3.5. Definitions de i)mto et dmxDo. - L'equation ( 3.15 ) interviendra a plusieurs 
reprises comme condition technique dans la suite. C'est cette condition qui est a l'o- 
rigine du fait qu'on obtienne une action fibre a fibre de DMRo sur DMR, et non une 
structure de groupe sur DMR. 

On notera dans la suite dxnxo et Dmrc)o l'ensemble des elements ip de dxnx (resp. Dmrt)) 
qui verifien t (|3.f5|) pour tout (n, u) € N* x T. Par les propositions 3J3 et |3,11| , il suffit 
d'imposer fl3.15|) pour n = 1 si |T| ^ 3 ; pour (n, v) = (2, 1) si |T| ^ 2. 

Pour tout plongement l de T dans C*, on voit que Dmto est l'espace tangent a DMRo 
au voisinage de 1. II est independant de l, car les relations de poids 1 s'ecrivent sans 
coefficients dans le cas degenere A = 0. De meme Dmtt)o est l'espace tangent a DMRDo 
au voisinage de 1. 

Comme cas particulier de ( |3.15 ), on voit qu'un element ip de dxnxo n'a pas de terme 
en y nj i si n est pair. Son terme correctif ipcorv est done une serie impaire en y\. 



4. Action tangente 

On etablit dans cette section les resultats ci-dessous, qui forment la partie la plus 
difficile de la demonstration du theoreme. 

Proposition 4-1- — Soient V un groupe commutatif fini et Ik un Q-anneau. 

- Les espaces tangents dxnxo et dmxQo sont des sous-algebres de Lie de mi. 

- Les ensembles DMR (k) et DMRD(k) sont stables par exp(s^,) ; pour tout ip appar- 
tenant respectivement a Omro(k) et dmxdo (k) . 

- L 'action de exp(s^,) sur DMR(k) commute a la fleche DMR(k) — > k definie par 
tout plongement de T dans C* . 

Grace a la formule de Campbell-Hausdorff, le premier point implique que exp®(Dmto) 
et exp®(Dmtl>o) sont des sous-schemas en groupes de MT. Le deuxieme indique alors 
qu'il agit par multiplication © a gauche sur DMR (resp. DMRD ). 

De 4.1 a 4.4, on ne considere comme coproduit que A*. Par « primitif », il faut done 
entendre par exemple « primitif pour A* ». 

4.1. Les operateurs infinitesimaux de MT, vus sur Q((Y)) 

4- 1.1. Definitions. — Pour tous ip, v G Q((X)), comme d^ est une derivation qui annule 
xq, on a 

s^(-uxo) = ipvx + d^(vx ) = tpvxQ + d^(v)x 
II s'ensuit que le noyau Q((X))xo de ny est stable par s^. Soit alors s^, l'endomorphisme 
du k-module Q((Y)) tel que le diagramme ci-dessous commute : 

X)) JU Q((X» 



Y)) — Q(CY) 



On considerera egalement l'endomorphisme DX de Q((Y)) donne par 



Dl{v) := sl{v) - vqTT Y (ip) 
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4-1-2. — Pour calculer explicitement s^(v), on doit choisir w G Q((X)) tel que tty(w) = 
v. Comme l'inclusion de Q((Y)) dans Q((X)) est une section de 7ry, on peut prendre 
w = v. 

Par exemple, on a 7ry(xi) = y^x, q(yi,i) = 2/1,1 et s^(xi) = + [a?!,^] = %iip, 
d'ou on tire aK(yi t x) = q7ry(xiT/>) = ?/l,l c l 7I Y(V')- En d'autres termes : 

Proposition 4-2. — Pour tout ip G Q((X)), on a DX(yi t i) = 0. 

On constate egalement la propriete suivante : 

Proposition 4-3. — Pour tout ip G Q((X)), I'operateur DK est une derivation de 
Q«Y». 

Demonstration. — Par linearite et une recurrence evidente, il suffit de demontrer : 

D %{yn,vw) = D^(y njU )w + y n ^D^(w), 

pour tout (n, u) G N* x T et tout u; G Q(Y), homogene de couleur totale u7. 

Remarquons d'abord que, pour v G Q(Y), homogene de couleur totale v on a 
p(vw) = p(v)tv(w), ce qui se verifie facilement dans le cas ou v et w sont des mots de 
Y et s'ecrit encore : 



(4.1) 



vw = q(p(v)typ(w)) 



D'apres la definition de p, on voit d'autre part que q(v) est homogene de couleur totale 
v si et seulement si tous les mots de X intervenant dans v se terminent par x v . 
En appliquant la definition de DK, on a 

D%(y n)U w) = qir Y d^(y n ^t v p{w)) + i>y n , v t v p{w) - 2/n,j/Wq7ry(V>) 



qn Y 



d^{y n ,v)tvP{w)) + tpy njU t u p(w) - J/„,„i„p(u>)W0 



(4.2) 



qTT Y 



d^(y n ,u)Up(w) + y n ,utvd^{p{w)) + ipy niU t u p(w) - y n , v t v p{w)t v ^tl) 



cette derniere ligne s'obtenant en ecrivant que est une derivation et qu'elle commute, 
par definition, a t u . On obtient de meme 



(4.3) 



D^(y ntU ) = qir Y d^(y ntU ) + ipy n , u - y n>u tv(ip) 



En revenant a la definition de d^, on en deduit immediatement que D^(y n ^) est egal 

a q7ry[— Xq~ t u (ip)x u + ipy n ,v] et est done homogene de couleur totale v. On peut done 
multiplier ( [4.3; ) a droite par p(w) en utilisant (|4.1| ). II vient : 

(4.4) D^(y n ^)w = qir Y d^(y n , v )t v p(w) + ipy n ,utuP(w) - y n ,ut v {ip)T v {p(w)) 

D'un autre cote, on a, plus facilement 



y ntV D^(w) = y n ,uq^Y df{p(w)) + ipp(w) - p(w)t w (ij)) 



(4.5) 



qvry 



y n ,vt v d^{p(w)) + y njU t v (ipp(w)) - y n ,utv{p{w))t V w{^) 



La somme des seconds membres de (14.41) et 



est bien celui de (14.21). 



□ 
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1 des polyzetas, l'operateur DX est simplement 



4-1.3. Remarques. — Dans le cas T 
la restriction a Q((Y)) de la derivation continue ZL, definie par D^(xq) = [xq,i/j] et 
D*ip{xi) = 0. Les propositions 42 et O sont alors evidentes. Dans le cas general, on 
peut toujours considerer DX, comme la restriction de v 1— > qd^p^) — ipq[v) a Q((Y)), 
mais ceci n'est plus une derivation de Q((X)). 



4.2. Remontee. — Si tp\ et ip2 sont deux elements de Q((X)) ayant la meme image 
par 7ry, il n'est pas vrai en general que sX et s Y 2 soient egales. On decrit ici une section 
de 7ry adaptee aux elements de £ib(X). 

4-2.1. - - Notons d XQ la derivee partielle par rapport a xq dans Q(X), c'est-a-dire la 
derivation qui envoie xo sur 1 et les (x a ) ae r sur 0. Elle est homogene pour toutes les 
graduations de Q(X) pour lesquelles les elements de X sont homogenes, en particulier 
le poids et la longueur. On verifie facilement qu'elle commute a p et que Q((Y}) est 
stable par d XQ . 

Soit sec Papplication de Q((Y)) dans Q((X)) definie par 

(4.6) sec(V) := E^T^K 

Pour if) G Q((Y)), on a clairement iry secip = ip. Tout element ip de Q((X)) s'ecrit de 
maniere unique sous la forme X^o^^o s ^ l' on impose aux ipi d'appartenir a Q((Y)), 
et ipo n'est autre que nyiip)- La condition d XQ (ip) = est done equivalente a 

d xo (tpi)xi + J2(i + i)^+i4 

Les d Xo (ipi) appartenant a Q((Y)), ceci est encore equivalent a la relation de recurrence 
(i + + ipi = 0, pour tout i £ N. On en deduit que les conditions d xo (ip) = et 

ip = sec(ipo) sont equivalentes. Autrement dit : 

Proposition 4-4- — L'application sec : Q((Y)) — > ker d Xo C Q((X)) est I'inverse de la 
restriction de ny a ker d XQ . 

De la definition de d XQ decoule par une recurrence immediate que d XQ annule tout 
element de £ib(X) homogene de poids au moins 2. Pour ip G £ibk(X), on a done 
simplement d xo (ip) = (ip\xo). De plus, on a c^oGs/ii) = et done sec^fj) = y™^. De 
tout cela s'ensuit : 

Proposition 4-5. — Pour ip G Dmt(k), on a ip = psec(?/>*) — VWr- 

4-2.2. Proprietes de d Xo sur Q(Y). — La restriction de d XQ a Q((Y)) est la derivation 
qui envoie y n ^ = Xq~ 1 x u sur (n — l)y n -i,v Elle est done homogene de degre (—1, 1) 
pour le poids colore et de degre -1 pour la longueur. 

Proposition 4-6- — Pour tous (n,u) G N* x T, on a d xo u ntU = (n — l)u njV . 



Demonstration. — Dans l'algebre Q[i]((Y)), considerons la derivation Q-lineaire dt par 
rapport a t. Notons d = d xo — t 2 dt- Comme t 2 est central, d est encore une derivation. 
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Soit (ip n )n^o une suite d'elements homogenes de poids n de Q(Y) et ^> := ^2 n ip n t n - 
On verifie facilement que les conditions 

(4.7) [Pour tout n > 0, d xo (ip n ) = (n- l)ip n -i] et 9^ = 

sont equivalentes. La premiere est verifiee pour ip n = X^er Vn,v, et dans ce cas, la serie 
\E r n'est autre que 3a (i) , avec les notations de 2.3. 2| . 



Soit U{t) la serie ^ n v t n u n ^ v . Par definition des u n>u , on aW(t) = log(3^i(t)). Comme 
3^1 (i) verifie ( f4.7|) , en developpant le logarithme et en utilisant que 9 est une derivation, 
on en deduit dU(t) = 0. 

Pour tout n > 0, on a done d XQ (ifi n ) = (n — l)^ n _i, avec V'n = S!/gr u ™^- La 
proposition en decoule, car 9 X0 est homogene pour la couleur totale. □ 

Comme l'ensemble des elements primitifs de Q(Y) est l'ensemble des polynomes de 
Lie en les u nu , cela implique : 



Corollaire J^.l. — L'ensemble des primitifs de Q((Y)) est stable par d : 



On aurait aussi pu verifier directement par calcul sur les y UjV que d XQ est une 
coderivation, redonnant ainsi ce corollaire, 

4.3. Action par coderivation. — On etablit ici par calcul direct le resultat ci- 



dessous, dont la proposition 4.1 sera une consequence quasi-directe. 

Proposition 4-8. — Pour tout ip E fltnto, V application Sp Sec ^) est une coderivation. 

4-3.1. Retournements. - - Notons rety l'anti-automorphisme d'algebres de Q((Y)) tel 
que retY(y n ,u) = Un.v- 1 ! pour (n, v) G N* x T. Par test sur les y n>v , e'est un morphisme 
de cogebres qui fixe 1, d'ou en particulier : 

Proposition 4-9. — L'ensemble des elements primitifs de Q((Y)) est stable par rety. 



Cet operateur apparait dans l'expression des D^{y n ^) lorsque Sx{ip) = —ip- _ 
Cette condition est verifiee en particulier par les elements de £ib(X). 

Lemme 4-10. — Soit ip un element homogene de poids p de k(X) tel que Sx(ip) = 
—ip. Soient (ipi^o^i^p^^r les elements de Q((Y)) de couleur totale 7 caracterises par : 



ip = ^2p(i/j in )x. 



i>0 



Avec ces notations, on a pour tout (n, v) £ N* x T : 
(4-8) D^(y ntU ) = {^iVn+i,^- 1 + (-l) p y n +i,u^et Y (VVy, 

i>0 



' 13 'Rappelons que Sx, l'antipode de (Q(X),-A), est l'anti-automorphisme d'algebres de Q{X) qui 
envoie x a sur — x a , pour tout x a 6 X 
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Demonstration. — On a successivement 

S^{Vn,v) = S^ix^Xu) = 1pXQ~ 1 X u + XQ~ 1 X u t u (lp) - XQ~ l t u (lp)x u , d'oil 

8%{Vn,v) = q(^o~ lx ^) + VriM^Ytp ~ q(xo~V^) 
Le resultat voulu decoule alors de la definition de et du lemme immediat ci-dessous, 
compte-tenu de Sx(ip) = — ty- d 

Lemme J^.ll. — Pour tout element ip = Yli^o 7 er PW'i.-y^o de Q((X)), homogene de 
poids p, les ifii^ etant homogenes de couleur totale 7 dans Q((Y}) et tout (n, v) E N* x T, 
Zes formules suivante sont valables : 

qiipX^Xv) = E ^hlVn+i.uy-i 
qix^' 1 t u S x (ip)x u ) = (-l) p ^ y n+ i )t , 7 rety 



i>0 



4-3.2. Abreviations. - - Etant donne que Sp Sec (^) depend lineairement de ip, pour 
demontrer la proposition 4.5, il suffit de traiter le cas ou ip est un element homogene 
de poids p de dmto. On le supposera fixe dans la suite et on adoptera les notations 
suivantes : 

- on abrege D*^^ en D 

- pour tout (2,7) E N x r, on note ipi~ la composante homogene de couleur totale 
7 de ({-l) l d Xo /i\(ip±) et on pose Xi, 7 := (-l) p rety (V>i, 7 )- 

- on pose 2^ := ^i, 7 y fe)I , 7 -i + yk,uyXi,-r, P°ur tout (i,k,j,u) E N 2 x T 2 . 

D'apres la stabilite des primitifs par d Xo et rety (cor. |4j] et prop. |4.9|) et l'homogeneite 
de A* pour la couleur totale, comme if)* est primitif, tous les et Xi, 7 le sont. 

sur les yn,iy — D'apres le corollaire |4.5| , psec(?/v) est la somme du 
polynome de Lie ip de Q((X)) et de ip corr , P& r definition multiple scalaire de (tp\y p ) x±, 
et done nul par la proposition |3^ si p est pair. II s'ensuit que psec(Vv) est transforme 
en son oppose par Sx, ce qui permet d'appliquer le lemme 4.10 . Avec les abreviations 
de [4.3.2 , cela s'ecrit, pour n > et v E T : 

(4-9) D{y n , v )= z 7f+n 

(i, 7 )eNxr 

Ceci reste en fait vrai pour n = 0, avec la convention ( 2.11] ) : e'est le cas particulier 
k = du lemme ci-dessous, qui interviendra egalement dans le calcul final. 

Lemme 4- 12. — Pour tout entier (k, k) E N x F, on a 

(4-10) E <£* = o 

i>fe, 7 Gr 

Demonstration. — On a D(yi^) = (prop. |4.2|) . Avec la formule (|4.9|) cela s'ecrit 

E <ii = ° 

«>o, 7 er 
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D'apres la proposition 2.1€ , en appliquant la derivation &u k lK -i a cette egalite, on 
obtient : 

^2 (^+i,7- i (V , i,7lyfc+i ) «- 1 ) + yi+iaixitflyk+i,*- 1 ) + z l't-k) = 

Pour achever la demonstration du lemme, II suffit done de prouver l'egalite 

^2 (2/1+1,7-1 (V'i^li/fc+i.w- 1 ) + yi+i i 7(xi,7lyfe+i,K- 1 )) =° 

Les ^i )7 et Xia etant homogenes de poids p — i et de couleurs totales respectives 7 et 
7 _1 , les termes de cette somme autres que (i, 7) = (p—k — 1, k) et (i, 7) = (p—k—1, k^ 1 ) 
sont nuls ; celle-ci vaut done : 

yp-fc,/s- i (V'p-fc-i,K;- i lyjfc,K;- 1 ) + y P -k,K- i (x P -k-i,K- i \yk,K- 1 ) 
(p-iy. 



dp-k,K-^\Y*\yp 
et ceci est nul par definition de dmtQ. 



2/ P -fe,K-i(^l2/p, re -i + (-!)%,«), 



□ 



4-3.4- Demonstration de la proposition — La multiplication a droite par if)* est une 
coderivation car ip* est primitif. II suffit done de demontrer que D = D^ scc ^ ^ est une 
coderivation. Comme D est une derivation, il suffit d'obtenir l'identite de coderivation 
sur les generateurs de Q((Y)), i.e. 

(4.11) V(n, v) e N* x T, &*D{y n , v ) = (Id + ® Id)A*(y ft)1 ,) 

Abregeons a (g) b+b®a en sym(a (g) 6). La primitivite des ^,7 et Xi,7 permet d'obtenir 

(4-12) A*(*?0= E^M®^/) 

Le premier membre de ( 4.11| ) est done, en utilisant la formule (^^) : 



i+n 



(4.13) 



A*D{y n;U ) = ^sym iz]£ (g) y, 



-k,VK~ 1 



i^O fc=0 

7 er«;er 



Evaluons le second membre de ( |4.11| ) : 
(D®Id + Id®D)A±(y n , u ) 



E sym [D(y kjK )®yi t \ 

k+l=n 
k\=v 



E E s y m z l'k ® 2/n+i-fc,w-i 

7G r«;er 



(D®Id + Id®.D) E yk, K ®yi,\ 

k+l=n 
k\=v 

E E s y m ( ® y n -k,uK-^ 

k=0 i^O K 

KGr 7 gr 
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La difference des deux membres de ( |4.1l| ) est done 



i-1 



EE* 



7, re 



,sym yzr k ®y n+i _ ktVK -i j = ^ 2^ sym \ z i,i-k® Vn+k,uK-^ 

i^O k=0 i^O k=l 

7G rreer 7 erreer 



^sym 



reer 



EC 



i^k 

7er 



£ E s y m ( z 8 

;r 
\ 

/ 



1 Vn+k,i/K~ 



Or cette derniere expression est nulle d'apres le lemme 4.12. 



□ 



4.4. Preuve de la proposition [4.1 



— II nous reste essentiellement a verifier que 
les termes correctifs se comportent bien. 

4-4-1- ' - Soient ip,v €. Q((X)). On a d^{x\v) = [xi,ip]v + xid^(v), d'ou Ton tire 

(4.14) s$(x\v) = x\s^{v) 

Soit n un entier. La derivation d x ™ annule par definition xq et, pour tout a S T, on a 
d X i{x<r) — [^o-j^ct] = 0- On en deduit done 

(4.15) s x n{v)=x r lv 

II resulte de ces deux informations que et s x ™ commutent. Tout ceci n'est que le cas 
particulier k = Q[e] des remarques de 3.1.3. 



On a q7ry(xiw) = yi,iqvry (u), d'ou des formulations analogues pour les s^. 

4-4-2- Termes de longueur 1. — L'application bilineaire (ip,&) *— > s^(&) est homogene 
pour la longueur. II en resulte si ip est sans terme constant que la partie de longueur 1 
de s^($) est nulle pour n > 1. De plus, si le terme constant de <3? vaut 1, le terme en 
Un tU de s^(<&) est celui de s^p(l) = ip. Ceci s'ecrit egalement 



(4.16) 



(exp(s^,)($) | y njV ) = (ip + $ | y n>v ) 



De meme, le terme de poids 1 de exp(s^)$ est celui de ip + <I>. 

Cela s'applique notamment au cas ou ip et <3? sont respectivement une serie et une 
exponentielle de Lie. 

4-4-3- Crochet dThara. — Rappelons que l'on a s^,(l) = ip, et done q7ry(?/>) = 
pour tout ip £ Q((X)). 

Soient -0! et deux elements de dmtQ. L'algebre de Lie libre £ib|k(X) est stable pour 
le crochet d'lhara (prop. |3.4| ). Celui-ci etant homogene pour le poids et la longueur, 
<ipi,ip2> n 'a aucun terme de poids 1, et done pas de terme en x ni xi, ni de longueur 
1 et verifie done ( 3.15| ) pour tout n. 



D' autre part, s 



est le crochet de s 1 p l et s^ 2 . Comme ipi = p sec ipi >it + ^ c 



pour i = 1, 2, on deduit de 4.4.1 l'egalite 



'p sec i^ii, i ■'p sec xfi2 * \ > 



d'ou 



V 



Pp sec ' ^p sec i/>2. 



J(!) 
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Le membre de gauche de cette derniere egalite vaut qiry (<ipi, 1P2 >)• Le membre de 
droite est l'image de 1 par une coderivation pour A* : c'est done un element primitif 
pour A*. On a done prouve que t)mto est une sous-algebre de Lie de mt. 

444. Fin de la preuve pour DMR . — Soit $ G DMR(k) et ip G J)mt (k). II s'agit de 
prouver que exp®(V>) © $ = exp(s^,)($) appartient a DMR(k). 

Le coefficient de xq (resp. xi) dans exp(s^,)($) est nul, car c'est la somme de celui 
de ip et celui de On sait deja (prop. |3.4|) que exp(s^,)($) est diagonal pour A. 

L'exponentielle d'une coderivation est un morphisme de cogebres. L'element 

G := exp(sj sec( ^ ) )($ i ) 

est done diagonal pour A*. Comme psec(V>*) et ip (resp. et q7ry(<I>)) sont egales 
a l'addition (resp. la multiplication a gauche) d'une serie ne dependant que de x±(= 
1/1,1) pres, on deduit des remarques de |4.4.l| que G et q7ry exp(s^)($) sont egales, a 
multiplication a gauche pres par une serie ne dependant que de y\ t \. Celle-ci est alors 
automatiquement [exp(s^)($)] corr , d'apres les resultats de [2.4.8 . 

4. 4-5. Distribution. — Soient ( I ) i,$2 deux series de termes constants 1 et satisfaisant, 
pour tout diviseur d de l'ordre de T a (fO|) : on a G k[a?i] tel que = -i^i^k) 

pour k G {1, 2}. 

Les applications i* d et sont des morphismes de schemas en groupes de MT(r) dans 
MT(r rf ). Comme les Sf* sont de plus centrales dans MT(r rf ), la relation de distribution 
vaut pour $1 © $2 ; a multiplication a gauche pres par S1S2, qu'on calcule facilement. 
Si les <3?fc sont des exponentielles de Lie, sans termes en xq ni x%, on conclut plus 
rapidement par les arguments de ^.5.3|. 

Si ip est une serie de Lie verifiant ( p. 14 ), pf(ip) = S + i* d {ip), ou S ne depend que de 
x\, il est clair pour les memes raisons que exp®?/> verifie Q3.4f) , si les coefficients de xq 
et x\ dans ip sont nuls. 

4- 4-6. Poids un. - Soit 1 un morphisme de groupes r — * C*. L'element ol l de la 
definition 3^ est homogene de longueur 1. Par definition, si ip appartient a t)mro(k), on 
a (ip I a b ) = 0. D'apres 4.4.2| , on a done pour tout $ G k((X)) : 

(exp(s^)($) \a,) = (*|a t ) 



Ceci donne la stabilite des relations de poids un et le point iii) de la proposition 4.1 



5. Transitivite 
5.1. Approximations successives 

5.1.1. - - II est classique d'interpreter les actions de G m en termes Z-graduations. De 
meme, une action du monoide multiplicatif A 1 sur un schema affine X = Spec(j4) 
correspond a la donnee d'une N-graduation sur A : on munit A x Q[t] de la graduation 
portee par le membre de droite, et on la ramene a A par le morphisme d'algebres 
A —>■ A®Q[t] definissant Paction.. 

On supposera dans tout ce qui suit que les composantes homogenes de A sont de 
dimension finie. La multiplication de A fait alors du dual gradue de A une cogebre 
graduee (C, e, A) dont on notera C n la composante homogene de degre n. Etendons 
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A et e au complete C(k). L'ensemble des k-points de X s'interprete alors comme 
l'ensemble des elements diagonaux de (C(k),e, A). Dans ce cadre, A G k = A x (k) agit 
sur la composante homogene de degre n de C(k) par multiplication par A n , et ceci 
redonne Paction de A 1 sur X. 

5.1.2. - - Identifions le (n + lf me quotient C^ n \k) de C(k) par la filtration associee 
a la graduation de C a ©f =0 Cj(g)k et notons vr*" - ) la projection de C(k) sur 
correspondante. 

Soit X^ n )(k) l'ensemble des elements $ de C( ra )(k) qui sont diagonaux modulo des 
termes de degre n + 1, i.e. qui verifient 

(5.1) A$ = (7r (n) §7r (n) )($§$) et e($) = l 
II est clair que X est la limite projective des X^ n \ 

5.1.3. - - Par definition, un k-point de l'espace tangent T$X a X au voisinage de 
<!> G X(Q) est un element ^ de Y(k) tel que $ + eip soit un k[e]-point de X, i.e. 
diagonal dans Y(k[e]). Cela se traduit par la condition 

(5.2) Aip = &®ip + 

Si <5 est stable par Paction de A 1 , il en est de meme de l'espace tangent, qui est 
done un schema vectoriel associe a un espace vectoriel gradue. Plus concretement, les 
composantes homogenes de degre > de $, vu comme element de C(k), sont nulles. Par 
homogeneite de A, les composantes homogenes d'un element ip de T$(X) sont encore 
dans T<j>(X), et ip en est la somme infinie. Si Pon prefere voir $ comme un morphisme 
d'algebres A — > Q, cela fait de T$X(k) l'ensemble des ^-derivations de A dans k. 

5.1.4- - - Supposons X muni d'un morphisme X A 1 , dont on notera X\ la fibre 
au-dessus d'un point A G k, jouissant des proprietes suivantes : 

i). Homogeneite : le diagramme ci-dessous est commutatif. 

(5.3) XxA 1 ^X 



axld 
Al ■ 



A 1 



ii) . II existe un element de Xq(Q) stable par Paction de A 1 et un seul. On le note 1. 

iii) . Soit p l'espace tangent a X au voisinage de 1. La fibre speciale fo es t une algebre 

de Lie et on a une action de exp(fo) sur X, qui est homogene, i.e. qui respecte les 
actions de A 1 et commute a a. 

iv) . L'application exp(po)(k) — > Xo(k) donnee par Paction sur 1 est injective pour tout 

k. 

v) . II existe un Q-anneau K et A G K inversible tel que X\(K) soit non-vide. 

Proposition 5.1. — Sous ces hypotheses, Faction de exp(po) sur X est transitive et 
X\(k) est non-vide pour tout k et tout A G k. On a un isomorphisme X$ ~ exp(po)- 

Les deux paragraphes suivants sont consacres a la preuve de cette proposition. 
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5.1.5. - - Le morphisme X — » A 1 donne un morphisme de cogebres C(k) — > k[i]. Par 
l'hypothese d'homogeneite, il commute aux ir^ n ' . 



La formule (5.1) implique en particulier que le terme de degre d'un element de 



X^ n )(k) est diagonal. II est done egal a 1, par l'hypothese ii). 

Proposition 5.2. — la difference de deux elements de xl n (k) ay ant mime image 

par 7r( n ) est un element homogene de degre n + 1 de Jo(k). 

Si un element de X^ n \Q) admet un releve dans X^ n+1 '(k), il en admet un dans 
X(n+i)i 



Demonstration. — Ecrivons les composantes homogenes d'un element $ € X^ n \k) : 
(5.4) $ = 1 + $i + • • • + $ n 

La condition portant sur un element $ n +i de Y(h), homogene de degre n+ 1, pour que 
+ $n+i appartienne a X^ n+1 ^ s'ecrit : 

A($ n+ i) - l®$ n +i - $n+i®l = Yl ®k®<S>i 

k+l=n+l 
k,l>0 

Sous cette forme, la premiere assertion est evidente, compte-tenu de la caracterisation 
(fTJ) de y(k) et de la linearite de C(k) — > k[i]. La seconde revient a dire qu'un systeme 
lineaire a coefficients rationnels ayant une solution dans k admet une solution dans 
Q. □ 

5.1.6. Prise en compte de V action. - - Un k-point de exp(jo) agit sur C(k) par mor- 
phisme de cogebres. En exprimant ceci pour les nombres duaux k[e], on trouve une 
action, homogene, de jo sur C par coderivations qu'on notera encore (tp,v) i— > s^(v). A 
nouveau, Taction de exp®(V>) sur C(k) se fait par exp(s^), pour tp £ foW- 

L'application ^ i— > s^,(l) est un endomorphisme k-lineaire de la partie homogene 
de degre n de £o(k). L'hypothese iv) appliquee a Q[e] montre qu'il est injectif pour 
k = Q, done bijectif par finitude de la dimension. Par extension des scalaires, il est 
done inversible pour tout k. 

Enfin, on definit pour tout n une action de exp(jo) sur n^ n \C) par Taction sur C, 
suivie de ir( n \ Avec Thomogeneite et le fait que s^ est une coderivation, on voit que 
X^ est stable par cette action. Si ip est homogene de degre n, Taction de exp(s^) sur 
X^ est simplement Taddition de s^(l). 

Proposition 5.3. — Soit k un <Q-anneau et A 6 k. Si X\(h) ^ 0, I' action de exp(yo) 
est transitive sur chaque X^\h) et sur X\(h). 

Demonstration. — On raisonne par recurrence, le cas n = etant trivial. Supposons 
le resultat etabli pour un entier n. Tout d'abord, X( n+1 )(k) contient vr( n+1 )(X(k)) et 

n'est done pas vide. Soient et deux elements de X^ 1 (k). Notons 

et $2™^ l eurs images par ir( n \ Par hypothese de recurrence, il existe ip S fo(k) tel que 

$j, n) =7r(")exp(^)$5 ri) . 
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Soit ^ l'image de $[ n+1 ^ par 7r( n+1 ) exp(s^). C'est un element de X^ +1 \k), dont 
l'image par est $2 . D'apres la proposition |5.2| , <J> 2 n+1 ^ — ^ est un element de 
r-o(k), homogene de degre n + 1, done de la forme s 1 p n+1 (l). Comme 7r( n+1 ) exp(s^, n+1 ) 
est precisement l'addition de s^, n+1 (l), ceci acheve la recurrence. Le passage a la limite 
ne pose pas de probleme. □ 

Comme 1 est element de Xq(Q), on a deja l'isomorphisme de exp(yo) et de Xq. 
Proposition 5-4- — H existe un element de X\{ 



Demonstration. — II suffit de montrer pour tout n que tout <3? G X^ n ^(Q) peut se 
relever a X^ n+1 ^ (Q). De l'hypothese v), on deduit par Paction de A 1 un element ^ de 
Xi(lfC). La proposition precedente fournit ip G ?o(IK) tel que tt^ exp(s^,) envoie TT^ n \^f) 
sur <£. L'image de vr( n+1 )(^) par 7r( n+1 ) exp(s^) est un releve a coefficients dans K de 
On conclut avec la proposition |5~^. □ 



Pour achever la preuve de la proposition 5.1, il reste a verifier que X A (k) n'est jamais 
vide. II suffit pour cela de considerer Paction homogene de A sur un element de X\{ 



5.2. Preuve du theoreme Q. — Si V est de cardinal au moins 3, la proposition |5.1| 
s'applique directement a X = DMR (resp. DMRD). On prend Paction de A 1 sur k((X)) 
definie par le poids, pour laquelle l'hypothese de finitude est deja vraie. La stabilite de 
X pour Paction de A 1 est laissee au lecteur. Les proprietes i) et ii) et Phomogeneite 
dans iii) sont evidentes. La propriete iii) est Penonce de la proposition |4.l| ; iv) est vraie 
par construction de MT; v) est donnee par Z, element de DMRD2i7r(C). 

Dans les cas T = 1 et T = {±1} apparait une difficulte. La fleche DMR —* A 1 , donnee 
dans ces cas par le coefficient de 1/2,1 , est de degre 2 : Paction homogene de [i G k sur 
DMR A (k) est a valeurs dans DMR A/i 2 (k). 

Tous les arguments utilises dans |5.1| restent valables, a l'exception de la derniere 



phrase (pour la proposition 5A remarquer que les racines carrees existent dans IK, qui 
est ici C). La conclusion reste vraie si Pon prouve l'existence d'un element pair de 
$ G DMRDi(Q), i.e. dont toutes les composantes de degre impair sont nulles : Dans 
k[\/X], Paction homogene de V\ sur $ ne fait intervenir que des puisances paires de 
\/A et fournit done un element de DMRD A (k). 

Soit <I> G DMRDi(Q). L'image de <1> par Paction homogene de — 1, etant encore dans 
DMRDi(Q), est de la forme exp(s^)($), avec ip G OmtOo(Q)- On verifie facilement que 
exp(s^/2)(<I>) est stable par Paction homogene de —1, et est done pair. 



5.3. Consequences 

5.3.1. Theoreme d'Ecalle. — Fixons un plongement 1 : T —* C*. Un element <3? (pair 
si r = 1 ou r = {±1}) de DMRDi(Q) fournit un isomorphisme de schemas 

A 1 x dmxDo DMRD 

qui n'est pas canonique. L'algebre affine de DMRD, qu'on peut voir comme engendree 
par des symboles formels representant les valeurs de polylogarithmes multiples sur T 
et soumis aux relations DMRD, est done isomorphe au produit tensoriel de Q[i] et de 
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l'algebre symetrique formee sur le dual gradue de OmtO.^f^ L'isomorphisme respecte les 



graduations, a condition d'attribuer le degre 2atsir = louT = {il}- Un resultat 
analogue vaut pour DMR. 



Pour r = 1, ceci est le theoreme d'Ecalle [14], dont la demonstration repose en partie 



sur des methodes similaires (linearisation par une algebre de Lie isomorphe a Dmrt), cf. 
p4] , Appendice A]). 



5.3.2. Irreductibles de Drinfel'd. - - Les proprietes enumerees en 2.5.2 s'appliquent 
en particulier aux automorphismes de T, qui fournissent done par image directe des 
automorphismes de DMRD, Dmti), etc. On note dans la suite N l'ordre de T et ip la 
fonction indicatrice d'Euler. 

La composition F de Taction homogene de — 1 avec l'application image directe as- 
sociee a a \— > a" 1 est la substitution x a t— > — x a -i,xo i— > —xq. Elle est involutive. C'est, 
pour notre cas, ce que Deligne appelle le Frobenius reel H 



Comme F fixe les x a — x a -i, elle commute aDMR^j?. Par le theoreme |, il existe 
done un element ip de Z)mtZ)(C), tel que F(X) = exp(— s^)(X). De F 2 = Id, on deduit 
F(ip) = —ip. Cet element depend du plongement i de T dans C*. On obtient ainsi ip(N) 
elements ip L . lis sont permutes par les automorphismes de V et egaux au signe pres a 
leurs images par l'inversion. On les indice par le choix d'un l dans chaque orbite de 
1' inversion. 

Soit V>n l la composante homogene de degre n de tp^. Dans le cas iV = 1, les tp n sont 



les elements irreductibles de grti(C) exhibes par Drinfel'd |L3|, p. 860]. D'apres |11], les 
composantes homogenes non nulles des if} n l engendrent en general l'image dans mi de 
l'algebre de Lie du groupe motivique U gr . Appliquant la propriete (M) de l'introduction 
dans les deux cas, on obtient que la variete des relations d'origine motivique est incluse 
dans DMRD. Autrement dit, les relations DMRD sont d'origine motivique. 



On calcule facilement le terme de longueur 1 des ipn^, en utilisant 4.4.2| : 



Dans le cas reel N ^ 2, l'inversion de T est l'identite et F se reduit a Taction 
homogene de —1. La serie ip est impaire. Pour n ^ 1, son terme de longueur 1 et de 
poids n vaut 2£(2n + l)y 2n+11 . On a tpi = pour N = 1 et ipi = 2^(2)7/1^1 pour 
N = -l. 

Dans le cas general, W vaut Yl i,L n {i{a)) - (-l) n L n (t(cr~ 1 )))y rii(T 

<rer 

Les ip n ^ non nuls ont done un terme de longueur non nul. lis sont lineairement 
independants, et irreductibles, car le crochet d'lhara est homogene pour la longueur. 

Probleme 5.5. — Pour quelles valeurs de N les ip nL engendrent-ils OmrOo ? Sont-ils 
libres ? 

Comme mentionne dans l'introduction, on n'attend pas en general de reponse posi- 



tive. Pour N = 1, ce probleme est une variante des questions de Drinfel'd [13] a propos 
de fltti, parfois qualifiee de « conjecture de Deligne-DrinfeTd. » La premiere question 
de la variante pour Timage de l'algebre de Lie du complete pro-£ de Gal(Q/Q) dans 
grti(Q^) (conjecture de Deligne- Ihara) a ete resolue par Hain et Matsumoto ]23[ . 

L'algebre de Lie de U gr est libre, engendree par des elements dont les images dans 
mt sont les ip n . La premiere question revient done a demander si toutes les relations 



' 14 'Cette derniere est aussi la duale graduee de l'algebre enveloppante universelle de OmrO. 
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d'origine motivique proviennent de DMRD. La seconde est equivalente a l'injectivite 
de Ugr -> MT. 

Deligne a prouve la liberte pour N € {2, 3, 4} (non publie). Pour = 1, on a obtenu 
par ordinateur une reponse positive aux deux questions jusqu'en poids 19 ; cela fera 



l'objet d'un autre article 15 



Les conjectures de transcendance et la conjecture de Deligne-DrinfeFd amenent 
egalement a la question transversale : 

Probleme 5. 6. — Les algebres de Lie gtti et t)mto sont elles egales ? 

Une reponse positive ramenerait la construction explicite d'associateurs rationnels a 
celle d'elements de DMRi(Q), ce qu'on espere etre plus facile. 
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